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Die arithmetische Darstellung der Logik beruht auf der Restklassenarithmetik Modulo 2,
dabei entspricht der Addition dem exklusiven Oder und der Multiplikation dem Und. Um zwei
ganz unterschiedliche Arten von Dingen, nimlich die digitalen Systeme aus der physikalischen
und die Gedankensysteme aus der ideellen Welt durch gemeinsame Begriffe besser beschreiben
zu konnen, orientiert sich die Anpassung der logischen Begriffe an die neuen Erfordernisse am
Systembegriff; auBerdem sind die Begriffe so ausgelegt, dass sie auch auf die mehrwertige Logik
zutreffen. Nach Kldrung der darstellerischen Hilfsmittel werden die Junktoren bzw. Gatter und
deren Verkniipfungen eingefiihrt, es folgen die Relationen, die logischen Ausdriicke und Funk-
tion sowie die analytischen Gesetze und Axiome. Von den letzteren wird ein MaB fiir deren
Informationsgehalt angegeben. Der erste Teil schlieBt mit der Charakterisierung des fiir eine
Anwendung wichtigen Darstellungsproblems ab.

1 Einleitung

Der russische Logiker ZEGALKIN stellte 1927 - 1929 in mehreren, heute schwer
zuginglichen Aufsdtzen eine Arithmetisierung der formalen Logik vor, die auf der
Restklassenarithmetik Modulo 2 beruht.! Zwischen ihr und der zweiwertigen Junkto-
renlogik besteht ein einfacher Zusammenhang: Das logische Und entspricht der Multi-
plikation, das exklusive Oder der Addition. Uber diese Entsprechung lassen sich alle
junktorenlogischen Ausdriicke auf arithmetische zuriickfiihren, so dass alle logischen
Operationen in Rechenoperationen umgewandelt werden konnen. Obwohl schon
PEANO? die charakteristischen Axiome der Restklassenaddition angibt und in der

1 ZEGALKIN (1927): Uber die Technik der Berechnung von Sitzen in der symbolischen Logik (russ.);
ZEGALKIN (1928): Arithmetisierung der symbolischen Logik (russ.); ZEGALKIN (1929): Arithmeti-
sierung der symbolischen Logik, Fortsetzung (russ.).

2 PEANO (1895): Formulaire de Mathématiques ; s. auch BERNSTEIN (1936): Postulates for Boolean
algebra,p. 317.

Folgezeit immer wieder einmal auf diese Arithmetik hingewiesen wird, scheint der
Ansatz von ZEGALKIN in der Logik nicht weiter verfolgt worden zu sein: Wenn ii-
berhaupt, so findet er hochstens in FuBnoten oder in Verbindung mit der BOOLE
Algebra Erwdhnung, indem gezeigt wird, dass sich diese Algebra statt mit dem norma-
len Oder auch mit dem exklusiven Oder begriinden ldsst, bzw. dass die Postulate der
BOOLE Algebra auch diese Operation mit umfassen.?

Auch bei technischen Anwendungen dominiert bislang der auf dem normalen Oder
beruhende traditionelle Ansatz, obwohl der arithmetische in der westlichen Welt be-
reits 1954 von REED und MULLER bekannt gemacht wurde. Sie beschiftigten sich
vor allem mit dem Entwurf von Schaltkreisen und mit Kodes zur Erkennung und Kor-
rektur von Fehlern bei der Nachrichteniibertragung.* Aufgrund ihrer Arbeiten wird
der arithmetische Ansatz auch als ,REED-MULLER Darstellung’ bezeichnet. In der
Folgezeit gab es eine Reihe von Untersuchungen, die sich jedoch nahezu ausschlieBlich
mit Anwendungen, hier vor allem mit dem Entwurf von elektronischen Schaltungen
beschiftigen.> Der vorliegende Artikel ist dagegen der Beginn einer Artikelreihe, in
der es um den systematischen Aufbau der formalen Logik geht, und zwar um einen
Aufbau auf arithmetischer Grundlage, so dass alle logische Operationen, insbesondere
auch die Beweise, rein rechnerisch ausgefiihrt werden konnen.

Rechenoperationen kommen in der Logik selten vor. Thr geringes Ansehen beruht
offenbar auf der Ansicht, es liefle sich nur ein Teil der in der Logik anfallenden Prob-
leme arithmetisch 16sen. Vielleicht riihrt die Geringschidtzung aber auch nur von der
starken Bindung an die Tradition her und ist somit eine spezielle Form von Unwissen-
heit. Es zeigt sich ndmlich, dass jede entweder durch Wertetabellen oder durch ein
Axiomensystem charakterisierte Junktorenlogik arithmetisch darstellbar ist. Formal
sind also arithmetische und traditionelle Darstellung gleichwertig, praktisch jedoch
nicht: Die duBerst einfachen Rechenregeln erleichtern in der arithmetischen Darstel-

3 Beispielhaft seien hier FRINK (1928): On the existence of linear algebras in Boolean algebras und
BERNSTEIN (1936): Postulates for Boolean algebra involving the operation of complete disjunction
genannt.

4 REED (1954): A class of multiple — error correcting codes; MULLER (1954): Application of Boolean
algebra.

5 Z.B. SAUL (1992): Logic Synthesis for Arithmetic Circuits; SASAO (1993): Logic Synthesis and
Optimization; STEINBACH & KEMPE (1993): Minimization of AND-ExOR Expressions; POSTHOFF
& STEINBACH (2004): Logical Functions and Equations.
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lung viele Herleitungen, so dass man nun in Bereiche vorstoBen kann, die aufgrund des
hohen technischen Aufwandes bislang als unzuginglich gelten. Hierzu gehort z.B. die
Aufgabe, zu einer vorgegebenen Junktorenmenge das kleinstmogliche Axiomensystem
zu bestimmen.

Die Behauptung, beide Darstellungen seien formal gleichwertig, entspricht zunéchst
nur der traditionell iibliche Auffassung, die aber streng genommen eines Beweises
bedarf. Doch versucht man ihn auszufiihren, ergeben sich unerwartete Schwierigkeiten:
Um ndmlich zeigen zu konnen, dass zwei Ansitze dquivalent sind, miissen beide in einer
beweisverwertbaren Form vorliegen. Beziiglich der Restklassenarithmetik ist dies der
Fall, aber wie sieht es damit in den traditionellen Logikdarstellungen aus?

Nicht sehr vorteilhaft, denn man ist sich noch nicht einmal {iber den Namen einig,
von der verwirrenden Vielzahl der Begriffe und der uneinheitlichen Zeichengebung
einmal ganz abgesehen. Auch ist nicht immer sicher, ob es sich {iberhaupt in den Lehr-
biichern stets um den gleichen Stoff handelt. Zwar hat sich inzwischen weltweit ein
Lehrkanon fiir den Logikgrundkurs herausgebildet, der die klassische Aussagenlogik
und die Pridikatenlogik erster Stufe umfasst, doch die dort und in den entsprechenden
Lehrbiichern angegebenen rhapsodischen Logikcharakterisierungen erweisen sich in
verschiedener Hinsicht als unzureichend:

Die Aussagenlogik wird eingefiihrt, indem man von einigen traditionellen, meist
umgangssprachlich erlduterten Junktoren Wahrheitswertetabellen angibt; mit diesen
Junktoren formuliert man dann einige Gesetze und beweist sie ebenfalls iiber solche
Tabellen. AnschlieBend diskutiert man noch ein oder zwei Axiomensysteme, doch es
fehlen Hinweise darauf, wozu man sie braucht und welcher Zusammenhang zwischen
ihnen und den Tabellen besteht. AuBerdem werden zusétzlich zu den Axiomen noch
bestimmte Schlussregeln vorausgesetzt, wobei allerdings offenbleibt, ob es sich bei
ihnen um zusétzliche Axiome oder ,,bloB“ um Regeln handelt und worin sich gegebe-
nenfalls Regeln und Axiome voneinander unterscheiden. Der Schlussfolgerungsbegriff
selbst ist mehrdeutig; oft fehlt eine klare Abgrenzung zum Ableitungsbegriff.

6 Die Verwirrung zeigt sich bereits an den Titeln der Logiklehrbiicher: Gegenstand der Abhandlung sind
jeweils folgende Logiken: die theoretische (HILBERT & ACKERMANN), die neue (JOHOS), die mathe-
matische (ASSER), die formale (BOCHENSKY, BORKOWSKI, HOYNINGEN-HUENE, LORENZEN),
die moderne (KLAUS) und schlieBlich auch einfach nur die Logik (ROSENKRANZ, STROBACH) usw.,
um nur einige Beispiele aus dem deutschsprachigen Raum zu nennen.

Arithmetische Darstellung der Formalen Logik: I. Begriffliche Grundlagen

Handelt es sich bei den verschiedenen Bezeichnungen fiir die Logik bloB um Namen
fiir weitgehend dasselbe Gebiet, so wird die Lage immer undurchsichtiger, wenn man
noch die sogenannten nicht-klassischen Logiken hinzunimmt sowie Logiken, die in
Verbindung mit Rechneranwendungen entstanden. Zu den ersteren zihlen modale,
intuitionistische, mehrwertige, parakonsistente Logik, ferner Relevanzlogik, Zeitlo-
gik, Supervaluationslogik usw., zu den letzteren etwa Fuzzy Logik, Beschreibungslo-
gik, Frame Logik, Default Logik. Diese Vielzahl wird noch weiter vermehrt z.B. durch
unterschiedliche Schlussverfahren wie nicht-monotones Schlielen, Schliefen mit un-
vollstindigem Wissen oder Schlieflen unter einer bestimmten Zusatzannahme, z.B.
unter der sogenannten Annahme iiber die Offenheit bzw. Abgeschlossenheit der Welt.”

Diese hier nur beispielhaft aufgezihlten methodischen Defizite veranschaulichen,
warum die herkémmlichen Logikdarstellungen fiir eine korrekte Gleichwertigkeitsbe-
weisfiihrung wenig geeignet sind. Uberhaupt dréingt sich bei der Lektiire der Eindruck
auf, dass es als hoffnungsloses Unterfangen angesehen wird, diese verschiedenartigsten
Ansitze in einen systematischen Zusammenhang zu bringen. Damit liefert die Logik
von sich ein trauriges Bild, wenn sie einerseits bei anderen Wissenschaften Exaktheit
einfordert, aber nicht in der Lage ist, auf eigenem Gebiet Ordnung zu schaffen.

Die Restklassenarithmetik Modulo 2 bietet dagegen ein ganz anderes Ansehen: Sie
lasst sich durch einige wenige leicht iiberschaubare Axiome eindeutig charakterisieren;
auBerdem ist sie frei von historisch-philosophischen Altlasten. Es liegt daher nahe,
nicht wie man zunéchst erwarten wiirde irgendeine der traditionellen Logikdarstellun-
gen zum MaBstab fiir die arithmetische Darstellung zu verwenden, sondern umgekehrt
letztere als sichere Ausgangsbasis zu wihlen, um dann von ihr aus mit kritischem Blick
die ersteren zu systematisieren.

Es gibt ndmlich genau zwei Moglichkeiten: Entweder ldsst sich ein spezieller Logik-
kalkiil auf die Restklassenarithmetik zuriickfiihren oder es ist nicht moglich. Fiir alle
zum ersten Fall gehorenden Kalkiile ist dann die Restklassenarithmetik die zugehorige
Theorie. Fiir alle anderen Kalkiile ldsst sich zumindest feststellen, warum sie nicht
arithmetisch zugénglich sind. Daraus ergeben sich wiederum Hinweise fiir eine syste-
matische Behandlung dieser Kalkiile, denn sie konnen nun wenigstens nach ihren Un-
terschieden zum arithmetischen Ansatz geordnet werden; in manchen Fillen lassen sie

7 Open/closed world assumption.
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sich sogar durch eine geeignete Erweiterung ebenfalls arithmetisch darstellen. Die
systematische Darstellung eines Sachgebietes ist aber nicht nur von theoretischem
Interesse, sie hat auch groBe Bedeutung fiir die Anwendung: Nur durch sie sind Aussa-
gen dariiber moglich, welche Moglichkeiten der Formalismus bietet und unter welchen
Voraussetzungen er iiberhaupt angewendet werden darf.

Erweiterungen der Aussagenlogik sind bedeutsam im Hinblick auf kiinftige Anwen-
dungen. Angenommen, es gelte die folgende Berechenbarkeitsthese: Ein Algorithmus
Ist dann und nur dann maschinell berechenbar, wenn er sich als ein Ausdruck der zwei-
wertigen Aussagenlogik, d.h. also, wenn er sich arithmetisch darstellen Iisst. Dann
wire es interessant zu wissen, welche logischen Ansdtze arithmetisierbar und somit
auch berechenbar sind. Ein prominentes Beispiel hierfiir ist die mehrwertige Aussagen-
logik, denn sie ldsst sich durch eine einfache Erweiterung arithmetisieren. Am Rande
sei erwihnt, dass sich aus der Geltung der obigen These ein leicht zu handhabender
Berechenbarkeitsbegriff ergibt.

Beim Ubergang von der traditionellen Sichtweise zur arithmetischen handelt es sich
also um einen interessanten Wechsel der Perspektive, denn es zeigt sich, dass der
arithmetische Ansatz nicht nur eine geschlossene Begriffsbildung iiber die Sprachele-
mente der Arithmetik einzufiihren erlaubt, sondern auch die Moglichkeit bietet, von
einer gesicherten Basis aus in die Vielzahl logischer Ansétze eine theoretische Geschlos-
senheit zu bringen. Sie fordert das Versténdnis dieser Ansétze und erleichtert deren
technische Nutzung.

*

Die arithmetische Darstellung der Logik erfolgt in mehreren Teilen. In dem vorlie-
genden Teil geht es um die Einfiihrung eines tragfihigen Begriffsgeriistes. Die beiden
néchsten Teile behandeln die Arithmetrisierung der zweiwertigen Junktorenlogik, an
sie schlieft sich ein ausfiihrlicher Anwendungsteil an. Danach werden die Pridikaten-
logik und einige sogenannte nichtklassische Logiken unter dem Gesichtspunkt ihrer
Arithmetisierung behandelt. Die Aufsatzfolge wird begleitet durch ein Glossar sowie
durch einen Anhang, in dem die wichtigsten Definitionen, Tabellen und Formeln fest-
gehalten sind.
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2 Grundbegriffe

Die traditionelle Darstellung der Aussagenlogik beruht auf Junktoren; wir bezeich-
nen sie daher als junktorielle Darstellung und grenzen sie damit von der arithmeti-
schen ab. Letztere bricht in mancherlei Hinsicht mit der Tradition; als Folge miissen
mehrere historisch bedingte Begriffe modernisiert werden, denn sie erweisen sich nicht
nur als zu eng, sondern sie verkdrpern auch zahlreiche, einer arithmetischen Darstel-
lung entgegenstehende methodische Mingel: Die Arithmetik umfasst nur wenige, aber
dafiir klar definierte Sprachelemente: Neben den Variablen und Konstanten gibt es nur
Addition und Multiplikation sowie die Gleichheits- und bei Bedarf noch die Kleinerre-
lation; allein auf diese Elemente miissen alle traditionellen logischen Begriffe zuriickge-
fiihrt werden, ein Vorhaben, das keinen Spielraum fiir Ungenauigkeiten zulsst.

Bei der Anpassung der traditionellen Begriffe an die neuen Erfordernisse orientieren
wir uns am Systembegriff. Dieser Ansatz wurde gewihlt, um zwei ganz unterschiedliche
Arten von Systemen durch gemeinsame Begriffe beschreiben zu konnen; es handelt sich
um die digitalen Systeme aus der physikalischen und die Gedankensysteme aus der
ideellen Welt. Beziiglich der digitalen Systeme gilt unser Hauptinteresse den
(Digital)rechnern bzw. bestimmten Hardwarebausteinen, mit denen sich Berechnungen
ausfiihren lassen; beziiglich der Gedankensysteme interessieren wir uns vor allem fiir
systematisch zusammengestelltes Wissen. Es mag zundchst verwundern, solch unter-
schiedliche Systeme unter einem einheitlichen Aspekt betrachtet zu finden. Unter dem
Gesichtspunkt, den Rechner zur Losung kognitiver Aufgaben zu nutzen, erscheint
jedoch dieses Vorhaben weniger befremdend, denn die Sprache, welche die Arbeitswei-
se eines Rechners festlegt, muss zugleich auch die Sprache sein, in der unsere systema-
tisch geordneten Gedanken ausgedriickt werden konnen; andernfalls wire ja eine Ver-
bindung zwischen physikalischer und ideeller Welt gar nicht oder nur unter grofien
Einschrankungen moglich. Der Logik kommen hierbei zwei Aufgaben zu: sie ist Pro-
grammiersprache fiir ,lauffihige® Algorithmen und sie ist Beschreibungssprache fiir
systematisch geordnete Gedanken. Damit sie ihre Aufgabe erfiillen kann, muss sie Beg-
riffe zur Verfiigung stellen, die in beiden Welten anwendbar sind; die systemtheoreti-
schen scheinen sich hierfiir besonders gut zu eignen.
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2.1 Systemtheoretische Grundbegriffe

Systemtheoretische Untersuchungen beschiftigen sich mit den Beziehungen zwischen
Eingangs- und Ausgangsgrofen von Gegenstéinden; iiber die Gegenstinde selbst, iiber
ihr Inneres, wird dabei nichts ausgesagt. Es handelt sich also um ein ganz einfaches
Modell, das aufgrund seiner Einfachheit auf eine Vielzahl von Systemen passt. Dennoch
ist es kein Modell, das nur einfache Systeme zu beschreiben gestattet, denn es besteht
die Moglichkeit, eine beliebige Anzahl von Teilsystemen iiber ihre Fin- und Ausgangs-
kanile zu einem komplexen System zusammensetzen. Die Grundidee des systemtheore-
tischen Ansatzes ist somit das Baukastenprinzip, das darauf beruht, aus einigen weni-
gen elementaren Bausteinen eine groBe Zahl verschiedener Gebédude zu errichten. Sol-
che elementaren Bausteine sind beim systemtheoretischen Ansatz die Basissysteme:

Definition 1: Basissystem

Ein Basissystem ist ein gedanklich nicht weiter zerlegbarer Gegenstand mit
einer wohldefinierten Zahl von Ein- und Ausgangskanilen (Abbildung 1).

Abbildung 1: Basissystem mit zz Eingangs- und # Ausgangskanilen.

Dabei ist bei einem materiellen System ein Eingangskanal ein physikalischer Kanal,
iiber den Energie und durch sie eventuell auch Information in das System hineinflieft;
dementsprechend ist ein Ausgangskanal, ein physikalischer Kanal, iiber den Energie
und eventuell auch Information aus dem System herausfliefit. Bei ideellen Systemen
sind die Zusammenhinge nicht so offensichtlich. Zwar erfolgt die Verarbeitung von
Gedanken letztlich ebenfalls auf der physikalischen Ebene, so dass es auch hier mate-
rielle Ein- und Ausgangskanile geben muss, doch sind uns die Vorginge im Einzelnen
noch unbekannt, vielleicht werden sie uns auch immer unbekannt bleiben. Aus dieser
Unkenntnis erwichst jedoch — wie wir noch sehen werden — kein Nachteil, denn fiir

Arithmetische Darstellung der Formalen Logik: I. Begriffliche Grundlagen

den systemtheoretischen Ansatz reicht es aus, wenn es mindestens ein Referenzsystem
mit hinreichend bekannten Vorgéinge gibt, auf das dann die iibrigen Systeme zuriickge-
fiihrt werden konnen.

Eingangskanile haben stets einen Ursprung, Ausgangskanile sind nur wirksam,
wenn sie auf ein Ziel treffen. Wie schon erwéhnt, bietet es sich daher an, Basissysteme
als Bausteine zu verwenden, aus denen sich komplexere Systeme aufbauen lassen; dies
fiihrt uns zum Systembegriff:

Definition 2: System

Ein System ist ein Gegenstand mit einer wohldefinierten Zahl von Ein- und
Ausgangskanélen, der aus einem oder mehreren, iiber Ein- und Ausgangska-
néle aneinander gekoppelten Basissystemen besteht (Abbildung 2).

Abbildung 2: Aus zwei Basissystemen bestehendes System mit den drei Eingangskanélen 1, 2, 3 und einem
Ausgangskanal.

Gegenstidnde konnen von groBer Komplexitit sein. Um sie iiberschaubar zu halten,
ist es oft von Vorteil, sie in verschiedene, jeweils eine funktionelle Einheit bildende
Teilsysteme zu zerlegen:

Definition 3: Teilsystem

Ein Teilsystem ist ein gedanklich abgegrenzter Teilgegenstand eines Systems
mit einer wohldefinierten Zahl von Ein- und Ausgangskanilen, der aus ei-
nem Basissystem oder aus mehreren, iiber Ein- und Ausgangskanile anein-
ander gekoppelten Basissystemen besteht (Abbildung 3).
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Abbildung 3: Ein aus einem Basissystem und zwei Teilsystemen aufgebautes System, das iiber vier Ein-
gangs- und drei Ausgangskanile verfligt.

Die Unterscheidung zwischen Basissystem, Teilsystem und System ist eine rein ge-
dankliche Unterscheidung, und so ist auch ein Basissystem nur der Spezialfall eines
Systems bzw. eines Teilsystems. Die Unterteilung hingt vom Wissensstand iiber die
betreffenden Systeme, aber auch von der jeweiligen Fragestellung ab. So kann es unter
Umstédnden sinnvoll sein, einen Gegenstand, von dem man vermutet, dass er aus mehre-
ren Teilen besteht, dennoch als Basissystem, oder, wie man manchmal auch sagt, als
Black Box, zu betrachten. Interessiert man sich jedoch fiir die Funktionsweise dieses
Gegenstandes, so wird man versuchen, ihn zumindest gedanklich in einzelne Basis- oder
Teilsysteme zu zerlegen, insbesondere dann, wenn sie auch in anderen Gegenstinden
vorkommen.

Die bisher eingefiihrten Systemarten besitzen alle Eingangskanile. Aufgrund dieser
Eigenschaft konnen aus ihnen beliebig komplexe Gegenstinde konstruiert werden.
Doch da auch die komplexesten von ihnen stets Eingangskanile besitzen, bleiben sie
unabgeschlossen. Ein definitiver Abschluss ist im allgemeinen gar nicht moglich; er
wire auch kaum wiinschenswert, weil er zu einem System fiihrte, das hinsichtlich der
eigentlichen Aufgabenstellung irrelevante Teilsysteme enthielte. Bendtigt werden
daher noch spezielle Systeme, dadurch gekennzeichnet, dass man bei ihnen von den
Eingangskanilen absieht und nur das im Blick behdlt, was das System iiber die Aus-
gangskanile fibermittelt:
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Definition 4: Primsystem

Ein Primsystem ist ein Basissystem, das nur Ausgangskanile besitzt
(Abbildung 4). Seine Eingangskanile sind entweder unbekannt oder fiir die
betreffende Fragestellung bedeutungslos.

Abbildung 4: Primsystem mit zwei Ausgangskanilen. Bei Primsystemen sieht man von den Eingangskani-
len ab und untersucht nur die iiber die Ausgangskanile iibermittelten GroBen.

Eine besondere Bedeutung haben Systeme, bei denen sowohl die Ein- als auch die
AusgangsgroBen nur zwei, meist als 0 und 1 gekennzeichnete Elemente umfasst. Es sind
dies die bindren Systeme. Mehrere die gleiche Eigenschaft représentierende binére
Kanile werden im allgemeinen zu einem Kanal mit einer bestimmten Wortbreite zu-
sammengefasst (Abbildung 5). Sei etwa 0110 ein zu {ibertragenen Wert, dann braucht
man hierzu einen 4 Bit breiten Kanal oder vier einzelne 1 Bit breite Kanile.

Abbildung 5: Binéres System mit einem 7 Bit breiten Eingangs- und einem # Bit breiten Ausgangskanal.
Die jeweilige Wortbreite eines Kanals wird durch einen Schrigstrich mit der dariiber gestellten Bit-
Angabe charakterisiert.

Systemtheoretische Ansitze verdanken ihre grofle Anwendungsbreite unter anderem
ihrem Systembegriff, der aufgrund seiner Flexibilitdt Systeme beliebigen Abstrakti-
onsgrades zu erfassen gestattet: Man kann zu abstrakten Systemen iibergehen, wenn
dies niitzlich ist, aber man kann auch auf der Ebene konkreter Systeme bleiben.
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Bei einer haufig vorkommenden Abstraktion werden nur diejenigen Eingangskanéle
betrachtet, die fiir die jeweilige Aufgabenstellung von Bedeutung sind; das betrifft
insbesondere das Ausblenden von unwesentlichen Umwelteinfliissen. Denn jedes System
ist zwar in einer Umwelt eingebettet, d.h. es gibt immer irgendwelche ,,Eingangskani-
le“, iiber die solche Umwelteinfliisse auf das System iibertragen werden, und ebenso
gibt es stets ,,Ausgangskanile®, von denen eine Wirkung vom System auf die Umwelt
ausgeht, aber wenn {iberhaupt, so hat in aller Regel nur ein Teil von ihnen fiir die
geplanten Untersuchungen eine Bedeutung.

Da man sich in der Systemtheorie hauptsichlich fiir Beziehungsstrukturen interes-
siert und nur am Rande fiir die Vorgénge, zu denen sie gehoren, sieht man iiber weitere
Abstraktionsschritte sowohl von den Eigenschaften der Kanéle als auch davon ab, in
welcher Form die Systeme vorliegen. So konnten eine Waage und die Wirtschaftsbezie-
hungen zweier Léinder zwei verschiedene Realisierungen eines einzigen abstrakten
Systems sein. Durch eine geschickte Handhabung von Abstraktionen ist es somit mog-
lich, ganz unterschiedliche Systeme mit der gleichen Sprache zu beschreiben.

Die oben beschriebenen Systemarten beziehen sich sowohl auf materielle als auch auf
ideelle Systeme. Die beiden folgenden Abschnitte gehen auf die Besonderheiten ein, die
materielle und ideelle Systeme mitsichbringen.

2.2 Materielle Systeme

Materiellen Systeme bestehen ebenso wie ihre Ein- und Ausgangskanile aus Materie,
d.h. jeder Kanal ist durch eine bestimmte in unterschiedlicher Intensitit oder Grofle
auftretende physikalische Eigenschaft £ gekennzeichnet, z.B. durch eine elektrische
Spannung; diese Intensititen reprasentieren analoge Werte aus einem bestimmten
Wertebereich. Gegensatz dazu sind die digitalen Werte, die nicht auf physikalische
Weise, sondern durch Zahlen erfasst werden. Analoge und digitale Werte konnen kon-
tinuierlich oder diskret sein. Mit kontinuierlich verbindet man die Vorstellung, dass
die Grofen alle Werte zwischen einen Anfangs- und einem Endwert annehmen konnen;
Beispiel ist ein sinusformigen (analoger) Spannungsverlauf, mathematisch dargestellt
durch eine Teilmenge der reellen Zahlen. Mit diskret ist eine Abstufung von Werten
gemeint; Beispiel ist ein Eingangskanal, der nur bestimmte (analoge) Spannungswerte
annimmt, die dann etwa durch die Zahlen —5, 0 und +5 Volt beschrieben werden.
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Soll ein System kontrolliert auf die iiber seine Eingangskanile eintreffenden Intensi-
titen antworten, so muss es in irgendeiner Form iiber ein Messgerit verfiigen; dies
kann ein sehr einfaches Gerit sein, es muss aber auf unterschiedliche Intensititen unter-
schiedlich reagieren konnen. Ein Kanal iibertrdgt somit Intensititen von einer be-
stimmten Messgrofe:

Definition: Messgrofle, Messwert, Wertebereich

Eine MessgroBe ist eine Eigenschaft eines Gegenstandes, z.B. eines Kanals,
deren Intensitdt w durch eine Messung ermittelt werden kann. Im Idealfall ist
der Messwert w genau ein Wert aus einer als Wertebereich W bezeichneten
Menge von Werten.

Beispiel fiir solch eine MessgroBe ist die elektrische Spannung. Bei einem kontinuierli-
chen Wertebereich gilt z.B. w € [-5, +5] Volt, bei einem durch bestimmte Spannungs-
pegel realisierten diskreten Wertebereich z.B. w € {-5,0, +5} Volt.

Systeme iiber ihre Ein- und Ausgangskanile zu beschreiben, ist ein sehr allgemeines
Verfahren zur Erfassung erfahrungswissenschaftlicher Sachverhalte: Es geht immer um
Gegenstéinde mit einer gemeinsamen Eigenschaft £, die unterschiedliche Intensitéiten
hat. Sie dufert sich fiir ein Beobachtersystem als Eingangskanal; fiir den betreffenden
Gegenstand ist es ein Ausgangskanal. Die Menge aller Intensitdtswerte W definiert
einen Zustandsraum fiir die Gegenstinde mit der Eigenschaft £, d.h. sie sind charakte-
risiert durch einen Punkt w in diesem Raum; man kann auch sagen, der Gegenstand
befinde sich aus Beobachtersicht beziiglich £ im Zustand w € W .

In der Systemtheorie fasst man die Ein- und Ausgangskanile oft als Nachrichtenka-
néle auf] iiber die Nachrichten iibertragen werden, wobei unter einer Nachricht eine
Mitteilung verstanden wird, z.B. ein Gesprich oder ein Text. Zwar sind solche Uber-
tragungen stets auch mit einem Energiefluss verbunden, aber der Empfinger reagiert
nicht allein in Abhéngigkeit von der iibertragenen Energie, sondern vor allem auf den
Inhalt der eingetroffenen Nachrichten. In allen anderen Fillen handelt es sich um rein
energetische Umwandlungsprozesse. Das gilt auch fiir einfache Transformationen, bei
denen iiber energetische Prozesse lediglich Werte umgewandelt werden. Diese Prozesse
charakterisieren jedoch nicht das System. Der Energiefluss wird nur dann mit einbezo-
gen, wenn er fiir die Beziehungen zwischen Ein- und Ausgangsgrofen bedeutsam ist.
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Bei einem materiellen Primsystem sieht man von den Eingangskanilen ab. Aus-
gangspunkt dieser Abstraktion ist die Vorstellung, dass bestimmte Gegenstinde sich
hauptsichlich durch ihre iiber Ausgangskanile gekennzeichneten Eigenschaften in
Erscheinung treten, wihrend man die Ursache dieser Eigenschaften entweder gar nicht
kennt oder sich nicht fiir sie interessiert. Letzteres ist z.B. bei einer Tastatur der Fall,
welche technisch gesehen eine Datenquelle darstellt; die Person, welche die Tastatur
bedient, hat dagegen keine technische Bedeutung, obwohl sie die Daten liefert. Die
Intensitdten dieser Eigenschaften wie Masse, Temperatur, Linge usw. konnen fiir be-
stimmte Gegenstidnde einen charakteristischen konstanten Wert haben, sie konnen aber
auch zeitabhéingig schwanken wie z.B. die Spannungsimpulse, die von einer Tastatur
ausgehen.

Ein materielles Nichtprimsystem wandelt eine bestimmte Anzahl von analogen Ein-
gangswerten in eine bestimmte Anzahl von analogen Ausgangswerten um. Dabei kann
das System selbst entweder unverindert bleiben oder einer Veréinderung unterliegen,
d.h. die Eingangswerte hinterlassen in ihm Spuren. Im ersten Fall liegt ein statisches,
im zweiten ein dynamisches System vor. Bei einem statischen System muss man zwischen
einer geddchtnislosen und einer gedichtnisgebundenen Umwandlung unterscheiden;
dynamische Systeme sind stets geddchtnisgebunden. Gedéchtnisgebundene Systeme
besitzen — im Gegensatz zu den gedichtnisfreien Systemen — einen Speicher. Das Um-
wandlungsergebnis hingt bei ihnen von den Eingangswerten und den im Speicher
vorliegenden Inhalt hat. Bei geddchtnisgebundenen statischen Systemen wird der Spei-
cherinhalt geladen, bleibt dann aber (eventuell bis zu einer erneuten Umladung) un-
verindert (Abbildung 6), bei dynamischen Systemen dndert sich der Speicherinhalt
fortlaufend in Abhdngigkeit von seinem gegenwirtigen Inhalt und den Eingangswer-
ten (Abbildung 7). Die Antwort eines dynamischen Systems hingt somit nicht nur von
den Eingangswerten, sondern auch von seiner Vorgeschichte ab.
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Abbildung 6: Beispiel fiir ein gedédchtnisgebundenes statisches System. Die AusgangsgrdBe hingt von der
EingangsgroBe und vom Speicherinhalt ab, der sich wihrend des Arbeitsbetriebes nicht verdndert, aber
iiber einen separaten Prozess geladen werden kann.

!

Abbildung 7: Beispiel fiir ein dynamisches System. Die EingangsgroBe sowie der jeweilige Speicherinhalt
wird iiber das Auswertesystem in eine AusgangsgroBe umgewandelt. Gleichzeitig ermittelt das Speicher-
system aus der Eingangsgr6Be und dem alten Speicherinhalt den neuen Speicherinhalt. Die Ausgangsgro-
Be héngt somit nicht nur von der Eingangsgrofe ab, sondern auch von der im Speicher festgehaltenen
Vorgeschichte des Systems.

Statische Systeme (ob mit oder ohne Gedéchtnis) besitzen nur genau einen inneren
Zustand, deshalb liefern gleiche Eingangswerte auch immer die gleichen Ausgangswer-
te. Bei einem dynamischen System bestimmt der Speicherumfang die Anzahl der mogli-
chen inneren Systemzustéinde. Da die Ausgangswerte nicht nur von den Eingangswer-
ten, sondern auch vom jeweiligen inneren Systemzustand abhdngen, konnen gleiche
Eingangswerte zu unterschiedlichen Ausgangswerten fiihren. Dynamische Systeme
haben interessante Eigenschaften, weil sie {iber ihre Eingangskanile von anderen Sys-
temen beeinflussbar sind, aber auch selbst iiber ihre Ausgangskanile auf andere Syste-
me einwirken; dabei zeigen sie ein von ihrer Vorgeschichte abhdngiges ,, Verhalten®.

Eine spezielle Gedachtnisform — wenn auch meist nicht unter diesem Namen erwahnt
— ist der Alterungsprozess von Systemen. Damit sind unvermeidliche, nicht gewollte,
durch Umwelteinfliisse oder einfach nur durch den Gebrauch entstehende Systemver-
anderungen gemeint. Diese meist langsamen Anderungen brauchen in der Regel nicht
beriicksichtigt zu werden.
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Ein System, das abhidngig vom Inhalt der EingangsgroBen reagieren soll, muss in der
Lage sein, die empfangenen Daten zu interpretieren. Dies ist aber nur moglich, wenn es
tiber ein Gedachtnis verfligt. Umgekehrt reagiert jedes mit einem Geddchtnis aus-
gestattete System nicht nur energetisch, sondern auch immer in inhaltsabhéngig. Da-
her ist die Unterscheidung zwischen energetischer und inhaltsbezogener Abhédngigkeit
zweitrangig; entscheidender ist, ob ein System ein Gedéchtnis besitzt oder nicht.

Aus dem obigen folgt auBerdem, dass man einer Ein- bzw. AusgangsgroBe allein
nicht ansehen kann, ob sie Informationen iibertrigt; das lasst sich nur iiber ein System
entscheiden, welches auch festlegt, um welche Informationen es handelt. Unterschiedli-
che Systeme werden daher die gleichen Eingangsdaten im allgemeinen unterschiedlich
interpretieren.

2.3 Ideelle Systeme

Ein weiterer groBer, der Tradition néherstehender Anwendungsbereich der Logik
bezieht sich auf ideelle Systeme; bekannter sind sie unter dem Namen ,Gedanken’; sie
sind verkorpert durch Geddchtnisinhalte. Dass Gedanken einen Systemcharakter ha-
ben, duBert sich gelegentlich an Formulierungen wie ,Gedankengebdude’ oder ,Ge-
dankensystem’, doch sind sie meist metaphorisch gemeint. Im folgenden wird sich
jedoch zeigen, dass die Systemeigenschaften auch auf bestimmte Gedanken und ihre
logischen Verkniipfungen zutreffen. Daraus ergibt sich eine methodische Gleichbe-
handlung von ideellen und materiellen Gegenstinden, die es ermdglicht, Strukturdqui-
valenzen zwischen diesen beiden Gegenstandstypen herzustellen. Wie wir sehen werden
ist dies eine notwendige Voraussetzung dafiir, dass Gedankensysteme auf einem Rech-
ner simuliert werden konnen.

Fiir die Logik sind nicht irgendwelche Gedanken von Interesse, sondern nur solche,
die eine Bewertung zulassen. So wie die Massen der materiellen Gegenstinde verschie-
dene Messwerte ergeben, so konnen auch Gedanken einen unterschiedlichen Wert ha-
ben. Obwohl also Gedanken keine materiellen Objekte sind, kann es dennoch sinnvoll
sein, manchen von ihnen bestimmte Werte zuzusprechen. Solche Gedanken bezeichnen
wir als Aussagen:
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Definition: Aussage

Eine Aussage ist ein Gedanke, dem genau ein Wert w aus einer als Wer-
tebereich W bezeichneten Menge von Werten zuordnet werden kann.®

Aussagen geben Sachverhalte wieder, etwa dass einem Gegenstand eine bestimmte
Eigenschaft (eventuell unter mehreren anderen Eigenschaften) zukommt oder dass
zwischen gewissen Gegenstinden eine bestimmte Beziehung besteht. Die Aussagen
konnten z.B. die Werte ,wahr’, ,falsch’ und ,unbestimmt’ haben.

Die ideellen Primsysteme werden durch Primaussagen® mit einem einzigen, stets ei-
nen Wert verkorpernden Ausgangskanal reprasentiert. Wie bei allen Primsystemen, so
wird auch bei den Primaussagen davon abstrahiert wie der Wert im Ausgangskanal
zustandekommt; sie besitzen deshalb keinen Eingangskanal (Abbildung 8).

(a)
b P—

Abbildung 8: Primaussage mit Wertzuweisung; sie entspricht einem ideellen Primsystem mit einem Aus-
gangskanal. Abbildung (b) zeigt eine abgekiirzte Darstellung von Abbildung (a).

Fiir die ideellen Ein- und Ausgangskanile gilt sinngemal das gleiche wie fiir die ma-
teriellen, allerdings gibt es fiir die ersteren nur eine Eigenschaft, die man durch ,Wahr-
heitsgehalt’ charakterisieren konnte. Die ihr zugehorigen Intensititen geben den
Wahrheitsgrad einer Aussage an. Ideelle Systeme sind — im Unterschied zu den mate-
riellen — immer statische Systeme ohne Gedéchtnis, denn ein Gedéchtnis lasst sich nur
in materieller Form realisieren.

8 Dass eine Aussage nur genau einen Wert haben darf, scheint auf den ersten Blick eine Einschrinkung zu
sein. So darf in der sogenannten parakonsistenten Logik eine Aussage mehrere Werte zugleich annehmen.
Dieser Fall stellt jedoch keine Erweiterung dar, denn man kann ihn auf einen mehrwertigen Logikkalkiil
zuriickfiihren, bei dem den Aussagen wiederum nur genau ein Wert zukommt.

9 Manchmal auch als ,Atomaussage’ bezeichnet.
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Gedanken treten nicht nur als einzelne Primaussagen auf, sondern auch als Verkniip-
fungen von solchen Primaussagen (Abbildung 9); aus ihnen entstehen je nach Komple-
xitdt die ideelle Basissysteme oder die allgemeinen ideellen Systeme bzw. Teilsysteme.

Primaussage 1 P: Gedankliche
Verkniipfung der »
Primaussage 2 - » Primaussagen
2

Abbildung 9: Schematische Darstellung einer Nichtprimaussage mit Wertzuweisung, die aus einer ge-
danklichen Verkniipfung von zwei Primaussagen hervorgegangen ist. Mit den Gelbtonen wird die ideelle
Welt symbolisiert.

Gedanken tragt jeder in seinem Kopf mit sich herum; sie sind fiir andere unzuging-
lich, es sei denn, sie liegen in irgendeiner Sprache formuliert vor. Zur Vereinfachung
zihlen wir deshalb die Welt der Sprache ebenfalls zur ideellen Welt. Zwar beruhen auch
die ideellen Systeme letztlich auf materiellen Vorgingen im Gehirn, aber direkt ver-
fligbar ist immer nur deren Ergebnis, z.B. das Urteil ,die Aussage p ist wahr’.

Bei materiellen Systemen werden die Verhiltnisse von der Natur vorgegeben; hier
liegen die Werte fest, und es geht nur darum, sie zu bestimmen. Die kognitiven Prozes-
se dagegen, die gedankliche Verkniipfungen ausfiihren, sind nicht nur fiir Untersu-
chungen schwer zugénglich, sondern auch ziemlich unzuverldssig: Im Prinzip konnen
zwar beliebig viele Gedanken miteinander verkniipft werden, de facto bereiten aber
bereits mehr als drei Verkniipfungen bei wechselnden Werten dem menschlichen Ge-
déchtnis erhebliche Schwierigkeiten, so dass Hilfsmittel erforderlich sind, um die Er-
gebnisse abzusichern und sie nachvollziehbar zu machen.

Von besonderer Bedeutung fiir die wissenschaftliche Arbeit sind mentale Prozesse,
die gewohnlich als ,Rechnen’ bezeichnet werden. Das menschliche Gehirn ist in diesem
Fall ein System, das iiber einen Eingangskanal eine Aufgabe gestellt bekommt und
iiber einen Ausgangskanal die Losung mitteilt. Im einfachsten Fall wiren das Aufga-
ben wie ,3 + 8 als Eingangs- und die Losung ,11° als Ausgangswert. Doch unter
,Rechnen’ sollen alle Zeichenoperationen verstanden werden, die nach bestimmten
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Regeln auszufiihren sind, z.B. die Ausklammerung von (a+b)? in a® + 2ab +b?
oder die Umformung der Gleichung b —a + x =0 in die Gleichung X =a—b usw.

Rechnen im allgemeinen Sinn erfolgt nach bestimmten vorgegebenen Rechenregeln.
Die im Gehirn ablaufenden Rechenprozesse lassen sich somit steuern, indem man von
ithnen die Einhaltung der Regeln verlangt; letztere sind offenbar das entscheidende
Steuerungsmoment, das auch sicherstellt, dass unterschiedliche Personen zum gleichen
Ergebnis gelangen.

2.4 Beziehungen zwischen ideeller und materieller Welt

Die Zeichenoperationen blieben allerdings ein Glasperlenspiel, wenn sie nichts ande-
res als den Steuerungseffekt bewirkten. Ihre Besonderheit ist es jedoch, dass sich auBer-
dem mit ihnen auch Wissen darstellen lisst. Damit 6ffnet sich fiir sie ein weites Anwen-
dungsfeld, das in der Physik, aber auch in anderen Disziplinen, bereits ausgiebig durch
Verwendung mathematischer Methoden genutzt wird. Abbildung 10 zeigt eine Gegen-
iiberstellung der ideellen und materiellen Welt.

Wissen

¢ Ideelle
Welt

In wissenschaftlicher Sprache

formuliertes Wissen
'y

v

Materielle
Welt

Abbildung 10: Gegeniiberstellung der ideellen und materiellen Welt. Die ideelle Welt steht fiir das Wissen
der in der materiellen Welt ablaufenden Prozesse. Die Doppelpfeile deuten an, dass sich die einzelnen
Bereiche wechselseitig beeinflussen konnen. So wurden z.B. aufgrund naturwissenschaftlicher Kenntnisse
Maschinen gebaut, die es in der Natur nicht gibt.
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Ein Teil unseres Wissens iiber die materielle Welt wurde in einer wissenschaftlichen
Sprache formuliert; es beschreibt bestimmte Prozesse in der Natur. Die Doppelpfeile in
Abbildung 10 deuten eine wechselseitige Bezichung der einzelnen Bereiche an. Inner-
halb der ideellen Welt ist damit gemeint, dass unser Wissen neue Darstellungsmittel
erfordert und das letztere wiederum riickwirkend unser Wissen disziplinieren konnen.
Auch zwischen ideeller und materieller Welt besteht solch eine Doppelbeziehung: In-
dem wir die Prozesse in der Natur untersuchen, erhalten wir Kenntnisse iiber sie, und
diese erlauben uns Maschinen zu bauen und damit Prozesse ingangzusetzen, die es in
der Natur zuvor nicht gab.

Wissen

In wissenschaftlicher Sprache Ideelle
formuliertes Wissen Welt
A ¢

In Rechnerprogrammen
formuliertes Wissen

i
‘ Maschinenkode

A

i Materielle
M Welt

Abbildung 11: Erweiterte Gegeniiberstellung der ideellen und materiellen Welt: Durch eine geeignete
Darstellung von Wissen iiber bestimmte Prozesse in der Natur besteht die Moglichkeit, das Verhalten der
letzteren mit Hilfe von elementaren Rechenprozessen zu simulieren.

Als auBerordentlich folgenreich haben sich kiinstliche Prozesse erwiesen, mit denen
man maschinelle Berechnungen ausfiihren kann; sie machen eine Erweiterung von dem
in Abbildung 10 gezeigten Schema notwendig. Zunichst grenzen wir aus den in der
Natur vorkommenden Prozessen einen Teilbereich aus, mit dem sich elementare Re-
chenprozesse verwirklichen lassen und fiigen ihn dem linken Zweig aus Abbildung 10
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hinzu; der iibrige Teil des Zweiges bleibt gleich (Abbildung 11, linker Zweig). Die
Rechenprozesse miissen gesteuert werden; hierfiir sind zwei Erweiterungen notwendig
(Abbildung 11, rechten Zweig): (1) wird eine Programmiersprache gebraucht, mit der
sich die auszufiihrenden Rechenoperationen beschreiben lassen; sie ist fiir Menschen,
aber nicht fiir den Rechner verstindlich, so dass noch (2) ein Maschinenkode erforder-
lich ist, mit dem maschinengerechte Instruktionen ausgedriickt werden konnen.

Zwischen dem Maschinenkode aus der ideellen Welt und den der materiellen Welt
zugehorigen elementaren Rechenprozessen muss es eine umkehrbar eindeutige Bezie-
hung geben. Wihlt man fiir den Rechner als physikalische Basis die Elektronik, so zeigt
sich, dass hierfiir ganz wenige elementare Schaltungen ausreichen. Ihre Eigenschaften
und somit auch die mit ihnen verbundenen Rechenregeln beruhen nicht auf Erfindung,
sondern ergeben sich aus der technischen Notwendigkeit; sie liegen also fest. Folglich
muss sich der Maschinenkode nach ihnen richten.

Es stellt sich nun heraus, dass die elementaren elektronischen Schaltungen struktur-
dquivalent sind zu den in der Aussagenlogik behandelten ideellen Systemen, d.h. der
Maschinenkode setzt sich aus aussagenlogischen Ausdriicken zusammen. Auferdem
besteht eine Strukturdquivalenz zwischen der Aussagenlogik und der Restklassen-
arithmetik Modulo 2. Damit ergibt sich ein durchgehender Zusammenhang von dieser
Arithmetik iiber die logischen Ausdriicke bis hin zu komplexen Gedankenverkniipfun-
gen und Schaltkreisen.

Aber nicht nur auf der Beschreibungs-, sondern auch auf der Prozessebene gibt es
Strukturdquivalenzen. So konnten im Prinzip die Berechnungen auch mit dem mate-
riellen System ,Gehirn’ ausgefiihrt werden, so dass zwischen den elektronischen und
den neurologischen Rechenprozessen ebenfalls eine Aquivalenz besteht; der Rechner
simuliert gewissermaflen die im Gehirn ablaufenden Rechenprozesse.!® Solche Prozesse
konnten z.B. auch Schlussfolgerungen sein. Hier haben wir auf der einen Seite den
Rechner, auf der anderen das Gehirn, das entweder ,,mit gesundem Menschenverstand*
schlussfolgert oder die Methode des Rechners {ibernimmt und die Schlussfolgerung

10 Allerdings braucht das Gehirn nicht programmiert zu werden; es kann ,,jede* Aufgabe 16sen. Bei einem
Rechner erfordert jede neue Aufgabe ein neues Programm. Von diesem Unterschied sehen wir hier ab.
Dass ein elektronischer Rechner sehr viel schneller und meist auch zuverlassiger Arbeit als ein neurologi-
scher, ist hier ebenfalls ohne Belang. Wichtig ist jedoch, dass aufgrund der Aquivalenz das Gehirn eine
Kontrolle iiber die Arbeit des elektronischen Rechners ausiiben kann.
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ausrechnet. Mit einem Rechner lassen sich ganz allgemein Prozesse aus einem beliebi-
gen Bereich simulieren, sofern geniigend Wissen iiber diesen Bereich vorliegt und so-
fern es gelingt, das Wissen in einer Programmiersprache auszudriicken.

Das ist ein bemerkenswertes Faktum. Denn die Aussagenlogik ist zwar Teil der Wis-
senschaftssprache; als zu ausdrucksarm bewertet, spielt sie aber dort praktisch keine
Rolle. Andererseits werden aber auf der Grundlage des in der Wissenschaftssprache
abgelegten Wissens umfangreiche Rechnersimulationen durchgefiihrt. Um auf dem
Rechner eingesetzt werden zu konnen, muss dabei das anspruchsvolle nichtaussagenlo-
gisch formulierte Wissen durch das aussagenlogische Nadelohr ,Maschinenkode’. In
Ubereinstimmung mit der anfangs erwihnten Berechenbarkeitsthese kann man also nur
das simulieren, was sich auch aussagenlogisch ausdriicken ldsst. Wire nun die Aussa-
genlogik tatsdchlich so ausdrucksarm, wie man es ihr oft nachsagt, dann sollten solche
Simulationen kaum zu brauchbaren Ergebnissen fiihren; das ist aber offenbar nicht der
Fall. Damit riickt die Aussagenlogik wieder in den Blickpunkt des Interesses, nachdem
sie lange Zeit im Schatten der Pridikatenlogik stand.

Aufgrund der oben beschriebenen Strukturdquivalenzen ist es moglich, die verschie-
densten Systeme nicht nur mit den gleichen Methoden, sondern auch mit der gleichen,
auf der Restklassenarithmetik aufbauenden Sprache zu erfassen. Diese Methoden gilt es
nun zu entwickeln. Wir beginnen mit der Einfihrung der hierfiir notwendigen sprach-
lichen Darstellungsmittel.

2.5 Hilfsmittel zur Darstellung von Systemen

Die Systeme besitzen gewisse Ein- und Ausgangskanile, iiber die bestimmte Werte
tibertragen werden, dabei konnen Fin- und Ausgangswerte zu unterschiedlichen Men-
gen gehoren. Wir unterscheiden daher zwischen Definitions- und Wertebereich:

Definition: Definitionsbereich, Wertebereich

Der Definitionsbereich I ist die Menge aller moglichen Eingangswerte,
der Wertebereich W die Menge aller moglichen Ausgangswerte eines
Systems oder einer Menge von Systemen.

11

Arithmetische Darstellung der Formalen Logik: I. Begriffliche Grundlagen

Sei ID; der Definitionsbereich des 7 — ten Eingangskanals und W; der Wertebereich

des ; - ten Ausgangskanals, dann ist der Definitions- bzw. Wertebereich eines Systems
mit & Ein- bzw. / Ausgangskanilen gegeben durch

D= D xD,x.xD,  bzw. W'= W, x W, x..x W,
| —)

k— faches kartesisches Produkt |- faches kartesisches Produkt

In der Logik wird selten zwischen diesen beiden Bereichen unterschieden; man fasst
sie vielmehr zu einem Bereich zusammen und bezeichnet traditionsgemil dessen Werte
als Wahrheitswerte. Damit wird historisch bedingt die Nomenklatur von dem speziel-
len Bereich {wahr, falsch} in unzuldssiger Weise auf alle anderen moglichen Bereiche
iibertragen.!! Wir folgen dieser Sprachregelung nicht.

Systeme, welche fiir eine Logikanwendung geeignet sind, bezeichnen wir als ,Log-
systeme’; sie sind folgendermalBen gekennzeichnet:

Definition: Logsystem

Ein System ist ein Logsystem, wenn sein Definitions- und Wertebereich
mindestens zwei verschiedene, hochstens aber abziahlbar unendlich viele
Elemente enthilt.

Fiir eine logische Theorie spielt die Systemart keine Rolle. Im folgenden werden wir
daher nur im Bedarfsfall zwischen den Systemarten unterscheiden; ansonsten bezieht
sich der Begriff ,Logsystem’ sowohl auf Prim- und Basissysteme als auch auf eine belie-
bige Systemkombination.

Die Werte vom Definitions- bzw. Wertebereich spielen in einem Logsystem nur eine
untergeordnete Rolle, dagegen hat die Anzahl der Werte einen maBgeblichen Einfluss
auf die Systemstruktur. Sie wird durch die Wertigkeit zum Ausdruck gebracht. Wir
definieren zundchst die Wertigkeit von Definitions- und Wertebereich, die wir kurz
unter einem Bereich B zusammenfassen; | B | sei die Anzahl seiner Elemente:

Definition: z- wertiger Bereich (n > 1)

11 Es handelt sich hierbei um einen methodischen VerstoB, der zu zahlreichen Missverstindnissen und zu
iiberfliissigen, sich um den Wahrheitsbegriff rankende Diskussionen gefiihrt hat, ganz abgesehen davon,
dass diese Bezeichnung bereits bei Wertebereichen mit mehr als zwei Werten fragwiirdig wird.
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Ein Bereich B umfasse / Kanile; es sei B; der Bereich seines 7 — ten
Kanals und es gelte n=max(|B,|,|B,],..,|B,|). Dann ist der

Bereich B n — wertig; der Fall (abzihlbar) unendlich ist mit einge-
schlossen.

Die Wertigkeit richtet sich also nach demjenigen Kanal, der die meisten Werte enthilt.
Entsprechend ist die » — Wertigkeit eines Logsystems folgendermalen definiert:

Definition: n-wertiges Logsystem (n > 1)

Der Definitionsbereich eines Logsystems habe die Wertigkeit ng , sein
Wertebereich habe die Wertigkeit n, und es gelte n=max(ny,n, ).
Dann ist das Logsystem z — wertig.

Auch bei einem Logsystem richtet sich die Wertigkeit nach dem Kanal mit der gr6Bten
Anzahl von Elementen. Enthilt z.B. der Definitionsbereich fiinf Elemente und der
Wertebereich drei, dann handelt es sich um ein fiinfwertiges Logsystem.

In bestimmten Anwendungsfillen ist es vorteilhaft, die Bereiche eines Logsystems —
gemeint sind der Definitions- und der Wertebereich — in disjunkte als ,ausgezeichnete
Bereiche’ bezeichnete Teilbereiche zu unterteilen:

Definition: Ausgezeichnete Bereiche

Ausgezeichnete Bereiche B,,B,,.., B, mit N >2 sind nicht-leere
echte Teilmengen des Bereichs B, fiir die gilt:

B,uB,u..UB, =B,

B, "B, = (n#ny; n,n,=12..,N).

Sei z.B. N, die Wertigkeit eines Logsystems und NV die Anzahl seiner ausgezeichne-
ten Definitionsbereiche. Nach Voraussetzung muss N < N, sein; mit der Wahl
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N < N,, besteht die Moglichkeit, iiber ein hoherwertiges Logsystem eine niederwer-
tige Struktur zu legen, z.B. {iber ein zehnwertiges System eine vierwertige Struktur.

Dies war urspriinglich auch der Grund, ausgezeichnete Bereiche bei Logsystemen mit
mehr als zwei Werten einzufiihren. Um solche Systeme als Fortsetzung der klassischen
zweiwertigen Logik betrachten und die Begriffe ,Tautologie’ (immer wahr) und ,Wi-
derspruch’ (immer falsch) auch auf sie anwenden zu konnen, miissen wenigstens zwei
ihrer Werte ausgewdhlt und ihnen die Rolle dieser klassischen Werte zugeschrieben
werden. Man iiberlagert damit die mehrwertige Struktur mit einer zweiwertigen.

Fiir die Auszeichnung der Werte gibt es in der traditionellen Theorie der mehrwerti-
gen Logik keine allgemeine Regel. Demnach diirfen, soweit verfiighar, noch weitere
Werte diesen klassischen zugerechnet werden. Die herausgehobenen Werte heillen
positiv bzw. negativ ausgezeichnete Werte, je nach dem, ob sie ,wahr’ bzw. ,falsch’
vertreten. Nicht jeder Wert muss ein ausgezeichneter sein. Man kann entweder eine
Zweiteilung vornehmen, wobei es meist geniigt, die positiven allein herauszuheben; die
nicht ausgezeichneten iibernehmen dann de facto die Rolle der negativ ausgezeichneten
Werte. Oder man lésst eine Dreiteilung in positiv und negativ sowie in nicht ausge-
zeichnete Werte zu; letztere werden dann als zwischen diesen beiden liegend angesehen.

Die oben eingefiihrten ausgezeichneten Bereiche folgen nicht diesen speziellen, un-
einheitlichen Festlegungen, insbesondere wird ihnen nicht die Aufgabe zugewiesen, die
klassischen Werte ,wahr’ und ,falsch’ zu vertreten. Sie sind disjunkt und die Auszeich-
nung schlieBt immer alle Werte des Gesamtwertebereichs B ein.

In der Logik beschéftigt man sich selten mit einzelnen Systemen, vielmehr beziehen
sich ihre Untersuchungen auf Systemgesamtheiten:

Definition: Systemgesamtheit

Eine Systemgesamtheit S ist eine Menge von Systemen, die alle den glei-
chen Definitions- und Wertebereich besitzen.

Um mit materiellen und ideellen Systemen umgehen zu konnen, miissen sie in eine
sprachliche Form gebracht werden. Materielle Systeme lassen sich auf vielfiltige Weise
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beschreiben, z.B. durch die in Abbildung 1 bis Abbildung 7 gezeigten Signalflussdia-
gramme, durch chemische Formeln, Schaltbilder und andere Darstellungsformen.
Ideelle Systeme werden meist durch Sitze, aber z.B. auch durch mathematische For-
meln sprachlich erfasst. Diese Vielfalt von Darstellungsformen erfordert einen allge-
meinen Oberbegriff; es sei dies der Begriff Textur:

Definition: Textur

Eine Textur T ist ein zeichensprachliches Gebilde, das zur Beschreibung
von Systemen dient.

Tabelle 1 zeigt eine Gegeniiberstellung der beiden Systemarten, charakterisiert
durch Objektmenge, Textur und Definitions- und Wertebereich. Aus Sicht der Anwen-
dung muss die Logik iiber Darstellungsmittel verfligen, mit denen es méglich ist, diese
drei Ebenen begrifflich klar auseinander zu halten.

materiell ideell
Systemgesamtheit: Schalter Aussagen
Textur: Schaltbild Satz
Definitionsbereich: {an, aus} {wahr, falsch, unbestimmt }

Wertebereich: {an, aus} {wahr, falsch}

Tabelle 1: Gegeniiberstellung der sprachlichen Darstellungsmittel fiir materielle und ideelle Systeme. Der
Definitionsbereich gibt die Menge der moglichen Eingangswerte, der Wertebereich die der moglichen
Ausgangswerte an; die Textur ist ein zeichensprachliches Gebilde zur Beschreibung der Systeme.

Aufgrund der obigen Bezeichnungsweise kann man eine Textur von dem, was sie aus-
sagt, in einfacher Weise unterscheiden. So gibt es zahlreiche durch unterschiedliche
Texturen beschriebene physikalische Realisierungen ein und derselben Schaltfunktion.
Auch die beiden Sétze

St =ak Barcelona es la ciudad capital de Espaiia

und
S2 =wk Barcelona ist die Hauptstadt von Spanien

sind verschieden, wihrend ihr Inhalt (ihre Aussage) gleich ist. Ein und dieselbe Aussa-
ge kann somit in unterschiedlichen Sétzen zum Ausdruck gebracht werden, z.B. wie
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oben in Sétzen aus unterschiedlichen Sprachen. Aussage und Satz, Schalter und Schalt-
bild sind daher nicht identisch, und es gibt auch keine umkehrbar eindeutige Bezie-
hung zwischen ihnen.!?

Eine Variable ist ein Platzhalter; zu ihrer Charakterisierung gehort die Angabe, fiir
welche Dinge sie Platzhalter sein soll. Tritt in einem Zeichensystem an verschiedenen
Stellen das gleiche Zeichen auf, so muss es mit dem gleichen Ding ersetzt werden. Diese
aus der Mathematik geldufige Regel besagt z.B., dass in der Gleichung
Xy —X+ Yy =0 die beiden Platzhalter/Variablen x und y fiir jeweils den gleichen

Wert stehen, so dass sich etwa fiir x = 4 der Wert y = ' ergibt.

Neben der Textur bendtigen wie auch noch ein anderes zeichensprachliches Mittel,
das wir als Vokabular bezeichnen. Ein Vokabular enthilt alle Zeichen, die als Variable
fiir eine bestimmte Klasse von Dingen zugelassen sind. Die Bezeichnung ist der Sprach-
theorie entlehnt, in der ein Vokabular eine Menge von Wortern darstellt; mit diesen
Wortern, und nur mit ihnen, diirfen Sitze gebildet werden. In einer Formelsprache
entspricht ein Zeichen einem Wort in der Umgangssprache und eine Formel entspricht
einem umgangssprachlichen Satz.

Zu der in Tabelle 1 gezeigten dreistufigen Struktur gehoren drei Klassen von Din-
gen, deren Variablen wir der Anschaulichkeit halber typographisch unterscheiden. Die
groBen Buchstaben P, Q stehen fiir Texturvariablen, die zugehorigen kleinen kursiven
Buchstaben p, ¢, ... fiir Systemvariablen und die kleinen Fettschriftbuchstaben p, q, ...
fir Wertevariablen; als Zeichen fiir die (konstanten) Werte verwenden wir die norma-
len kleinen Buchstaben w, wi, w, ... . Dabei konnen sich die Systemvariablen sowohl
auf materielle als auch auf ideelle Systeme beziehen. Es gibt also die drei, die gleiche
Anzahl von Zeichen enthaltenen Vokabularien

V; ={P.QR....,P.P,....Q,.Q,,..},
Ve={p,q, 1, ... P1, P2s -+, A1, 92, --- },

VW = {pa q’ S, t’ Xa ya Z, ) pla p2’ eeey qla q2, }

sowie die beiden Vokabularien

12KLAUS (1972): Moderne Logik, p. 33.
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Vp, ={w,w,, ..} und Vi ={d,,d,, ..},

welche die Zeichen flir die Werte des Definitions- bzw. Wertebereichs enthalten. Ver-
einbarungsgemil soll gelten, dass gleiche Zeichen zum gleichen Sachzusammenhang
gehoren; so ist z.B. px die Variable fiir den Wert des Systems g, beschrieben durch die
Textur Py; £ ist irgendein Index. Auf der logischen Ebene werden wir von den Objek-
ten abstrahieren und uns nur noch mit ihren Werten beschéftigen (Tabelle 2).

materiell ideell zeichensprachlich
Textur: Schaltbild Satz Ve={P,Q,...}
Systemgesamtheit: Schalter Aussagen Vs=4{p,q ...}
Wertevariablenmenge: Ve=1{p.q, ..}
Definitionsbereich: {an,aus} {wabhr, falsch, unbestimmt} V= {di, da, ...}
Wertebereich: {an, aus} {wahr, falsch} Vi = {wi, wa, ...}

Tabelle 2: Abstraktionsschnitt zwischen System- und Wertewelt: Anstelle der Systeme werden jetzt nur
noch die Bezichungen zwischen den Ein- und Ausgangswerten betrachtet. Der Schnitt kann wieder aufge-
hoben, indem man gleiche Buchstaben riickwirts verfolgt: Variable p gehort zum System p, das mit der
Textur P beschrieben wurde.

In der Mathematik werden die Vokabulare nicht erwéihnt. Was die verwendeten Zei-
chen bedeuten sollen, gibt man entweder explizit an oder man halt sich z.B. an die
stillschweigende Ubereinkunft, die letzten Buchstaben des Alphabets als Zeichen fiir
unabhingige Variable zu verwenden. Durch das Ausblenden der Zeichenebene in der
Mathematik bleibt das Elementzeichen eindeutig. Sei N die Menge der natiirlichen
Zahlen, dann ist z.B. mit ,#» € N’ gemeint, dass das Zeichen # fiir irgendeinen Wert
aus der Menge N , also fiir irgendeine natiirliche Zahl steht. Sind aber bestimmte Zei-
chen fiir eine bestimmte Klasse iiber ein Vokabular reserviert, darf also z.B. zur Be-
zeichnung einer natiirlichen Zahl nur ein Zeichen aus dem Vokabular
Vy ={n,n;,n,,...} verwendet werden, will man aber noch offen lassen, welches Zei-

chen, so wiirde man zunéchst irgendein Zeichen wihlen, z.B. das Zeichen 2, und eben-
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falls a € V; schreiben. Will man auBerdem noch zum Ausdruck bringen, dass & fiir

eine natiirliche Zahl stehen soll, miisste man noch a € N hinzufligen. Nun ist es zwar
nichts AuBergewohnliches, dass ein Gegenstand Element in verschiedenen Mengen sein
kann, aber mit a e Vg ist offensichtlich etwas anderes gemeint als mit a e N: im

ersten Fall geht es um die Zuordnung eines Zeichens, im zweiten um die Zugehorigkeit
zu einer Menge. Um Verwechselungen zu vermeiden, verwenden wir fiir den ersten Fall
das Elementzeichen , €’ und behalten fiir den zweiten Fall das herkommliche Element-

zeichen , €’ bei, wir schreiben also
aeVy und aeN.
Sei ,=’ das Zeichen fiir eine umkehrbar eindeutige Zuordnung und S eine

Systemgesamtheit mit den Vokabularien V., Vg, V.,V Vi, und dem Wertebereich
W . Dann gibt es fiir das Beispiel ,Die Erde ist eine Scheibe’ folgende Zuordnungen:

(a) ,Die Erde ist eine Scheibe’ ist eine Textur; wir wihlen fiir sie aus dem Vokabular
V. das Symbol B, , so dass gilt:
P, = Die Erde ist eine Scheibe, B, € V..

(b) ,Die Erde ist eine Scheibe’ ist ein Satz, sein Inhalt sei eine Aussage, die wir mit dem
Symbol p; aus dem Vokabular Vg kennzeichnen. Aullerdem ist p; eine Basisaussage
aus der Systemgesamtheit S ; damit gilt:

P, = Aussage von ,Die Erde ist eine Scheibe’, p, € Vs, p, € S.

(c) Die Aussage ,Die Erde ist eine Scheibe’ hat einen (Wahrheits)wert; angenommen er
sei noch unbekannt, so dass fiir in ebenfalls eine Variable benotigt wird. Wir wihlen
die Variable p, aus dem Vokabular V. Die Variable p, kann nur Werte aus dem

Wertebereich W annehmen; damit ergeben sich folgende Zusammenhénge:

P, Variable fiir den (Wahrheits)wert von p,; p,€V,, p,eW.

(d) Ist der (Wahrheits)wert von p, bekannt, so konnen wir ihn entweder der Variab-
len p, direkt zuordnen und p, = falsch schreiben, oder wir kénnen fiir ihn zu-
néchst nur das Symbol wi aus Vy;, vorsehen; damit gelten die Beziehungen

w, eV, pe=w, und w, e W.
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Uber den Index k und durch Beibehalten des gleichen fiihrenden Buchstabens — im
obigen Beispiel ist es Buchstabe p — gelingt es, iiber alle Ebenen hinweg eine eindeutige
Zuordnung zu erhalten.

3 Logische Grundbegriffe

Wir wenden uns nun denjenigen Begriffen zu, die traditionell als logische Grundbeg-
riffe gelten. In der Literatur bezieht man sie ausschlieBlich auf Aussagen, man bleibt
also bei ideellen Systemen. Im folgenden werden jedoch stets auch die materielle Syste-
me mit beriicksichtigt, so dass sich der Ubergang von einer Welt in die andere leicht
nachvollziehen lisst.

3.1 mk— stelliger Junktor

Nicht alle Gedankenverbindungen sind ,,logisch®, sondern nur solche, die zu wohl-
definierten Ergebnissen fiihren. Wohldefiniert heifit: es gibt bestimmte Rechenregeln,
nach denen aus den Eingangswerten eindeutig die Ausgangswerte ermittelt werden
konnen. Die Rechenregeln werden verkorpert durch Operatoren; die ideellen bezeich-
net man als Junktoren, die materiellen als Gatzer.

Definition: mk— stelliger Junktor/ mk— stelliges Gatter

Seim=1,2,..,Mund k =1,2, ..., K Ein mk — stelliger Junktor/ein
mk — stelliges Gatter ist ein Logsystem, das die Werte aus  Eingangs-
kandlen umwandelt in Werte fiir & Ausgangskaniile.

Fiir die Systemdarstellung eines Junktors/Gatters verwenden wir wie bei den
Systemen ein Rechteck (Abbildung 12). Die Stelligkeit ergibt sich automatisch aus der
Anzahl der Eingangskanile.
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1 —> — 1
2 — —> 2
mk - stelliger
JUNKTOR

m_—» — k

Abbildung 12: mk - stelliger Junktor als Logsystem, das die Werte aus m > 1 Eingangskanélen umwan-
delt in Werte fiir £ > 1 Ausgangskanile.

Fiir ihre zeichensprachliche Darstellung verwenden wir die folgenden Vokabulare:

einstellige Gatter/Junktoren Vo ={~,~, -}V _={~,%,,..},

zweistellige Gatter/Junktoren Vo, ={0,,0,,..}/V, ={®,®,,...}.

Hat der Junktor nur einen Ausgangskanal, ist also & = 1, so spricht man auch kurz
von einem 7z7— stelligen Junktor. Von besonderer Bedeutung sind ein- und zweistellige
Junktoren. Dabei wirken einstellige auf einen Wert, wihrend zweistellige zwei Werte
miteinander verkniipfen.

Bei einem endlichen Definitions- und Wertebereich steht ferner die Anzahl der mog-
lichen Junktoren fest, d.h. die Eigenschaften eines Logiksystems lassen sich eindeutig
durch die Angabe der Wertetabellen definieren. Falls der Definitionsbereich 1D gleich
dem Wertebereich W und 2 die Anzahl ihrer Werte ist, lésst sich iiber die Formel

(1) m:(n”k)

berechnen, wieviele verschiedene 4 -stellige Junktoren in dem zugehorigen Logsystem
moglich sind. Die Zahl wichst mit steigender Anzahl der Werte sehr schnell an. So hat

bereits der dreiwertige Logikkalkiil 3% =272 =729 zweistellige Junktoren.
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Bei n =2 gibtes 22 =4 einstellige So gibt es z.B. bei zwei Werten genau die vier
einstelligen Junktoren

P f(p)::lp f(p)::zp f(p)::3p f(p)::4p
Wi wi w2 wi w2
w2 w2 wi wi W2;

eine andere Zuordnung ist nicht moglich. Es konnen also durch Wertetabellen stets alle
moglichen Fille erfasst werden (Tabelle 3).

Operation |p |w |f |Bezeichnung Symbol
logische technische

~ p f |w | Negation NOT -

=, p w | f | Transferfunktion, Identitét Buffer =

;P w | w | Tautologie, Einsfunktion 0

~, P f |f | Kontradiktion, Nullfunktion #

Tabelle 3: Wertetabellen fiir alle einwertigen aussagenlogischen Junktoren.

Entsprechendes gilt fiir die 27 =16 zweistellige Junktoren. So charakterisiert z.B.
die Wertetabelle

P q f(p,q)=p®q
Wi W1 w2
Wi w2 Wi
w2 W1 w2
w2 w2 Wi

den Junktor ,®’ vollstindig; insgesamt gibt es 16 solcher Tabellen, welche alle 16
moglichen zweistelligen Junktoren im zweiwertigen System festlegen (Tabelle 4).
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Operation |p |w|w |f |f |Bezeichnung Symbol
q|w|f |w |f |logische technische
p®.q w |w |w |w | Tautologie, Einsfunktion 0
p®,q w |w |w |f |[Alternative, Disjunktion (Oder) OR v
p®;q w|w |f |w |Koimplikation, Replikation <«
p®,q w|w |f [f | Transferfunktionp Buffer =
p®sq w |f |w |w [|Implikation (wenn-dann) -
p®sq w |f |w [f | Transferfunktionq Buffer -
p®;q w(f |[f |w |Aquivalenz XNOR AN
p®Qq w |f |f [f |Konjunktion (und) AND A
p®, q f |w |w |w |SHEFFER Strich NAND [, T
P&y, Q f |w |w |f |Exklusives Oder, Autfunktion XOR Y
p&®,q f |w |f |w | Negationq NOT -
p®;,q f |w |f |f [Inhibition (q, aber nicht p)
p®;0 f |f |w |w | Negationp NOT -
p®,q f |f |w |f [Inhibition (p, aber nicht q)
P& f |f |f |w | NICOD Funktion (weder-noch) NOR l
pP®;0Q f |f |f |f |Kontradiktion, Nullfunktion #

Tabelle 4: Wertetabellen fiir alle zweiwertigen aussagenlogischen Junktoren.

Die Zeichen der Junktoren sind in der Logikliteratur nicht eindeutig. Tabelle 5 gibt
einige Beispiele fiir andere Schreibweisen.

Operation | HILBERT LUKASIEWICZ
Negation P ~p ~p —p N
Konjunktion |& A . A K
Alternative | v v v v A
Implikation | — —> =) =) C

Tabelle 5: Beispiele fiir unterschiedliche Symbolisierung der zweiwertigen Junktoren.
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Neben der Tabellendarstellung besteht die Moglichkeit, die Junktoren durch Regeln
oder iiber ein System von Axiomen einzufiihren. Bei den Regeln handelt es sich ledig-
lich um eine sprachliche Formulierung von dem, was in den Tabellen steht, z.B.

~, p ist wahr, wenn p falsch ist.

Wir konnen sie iibergehen, denn sie bieten keine neuen Darstellungsaspekte. Bei der
Einfiihrung durch ein Axiomensystem werden die Axiome so gewahlt, dass sie dann und
nur dann gelten, wenn die in ihnen vorkommenden Junktoren die gewiinschte zuvor
festgelegte Eigenschaft haben. Auf diese Darstellung werden wir in einem spéteren Teil
zuriickkommen.

Als Beispiel fiir Gatter, also fiir die materielle Darstellung der Junktoren, betrachten
wir elektrische Kippschaltern, von denen wir annehmen, dass sie die beiden Zustinde
,an’ (es flieBt Strom) und ,aus’ (es flieBt kein Strom) annehmen konnen. Da ihre physi-
kalischen Bestandteile fiir die Logik ohne Bedeutung sind, interpretieren wir sie als
Basislogsysteme. Dabei unterscheiden wir zwei Arten: Der normale Kippschalter
(Abbildung 13), der bei geeigneter Wahl der Systemparameter die Identitit (Ein-
gleich Ausgangswert) und der inverse Kippschalter (Abbildung 14), der bei entspre-
chenden Systemparametern die Negation des Eingangswertes liefert.

Stromversorgung p

Abbildung 13: Schematische Darstellung eines elektrischen Kippschalters. Liefert der Eingangskanal
einen hinreichend starken elektrischen Strom, dann zieht der Magnet den Kontakt nach unten und schliefit
den Stromkreis, so dass auch am Ausgang ein Strom flieit. Andernfalls bewirkt — wie in der Abbildung
dargestellt — die nach oben ziehende Feder, dass der Kontakt unterbrochen und dadurch der Ausgang
ohne Strom bleibt. Die Stromversorgung stellt einen wohldefinierten Ausgangsstrom sicher; man kann sie
so einstellen, dass der Kippschalter die Identitit (Ein- gleich Ausgangswert) physikalisch représentiert.
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p o]

Stromversorgung 0 0 -

Abbildung 14: Schematische Darstellung eines inversen elektrischen Kippschalters. Im Unterschied zu
dem in Abbildung 13 gezeigten wurden die Positionen von Magnet und Feder vertauscht. Dadurch bleibt
— wie in der Abbildung dargestellt — der Stromkreis unterbrochen, wenn der Eingangsstrom so grof ist,
dass der Magnet den Kontakt nach oben zieht. Im anderen Fall zieht die Feder den Kontakt nach unten
und schlieBt den Stromkreis. Bei einer geeigneten Einstellung der Stromversorgung reprasentiert dieser
Kippschalter die Negation des Eingangswertes.

Kippschalter représentieren einstellige Gatter; aber man kann aus ihnen leicht zwei-
stellige machen, indem man die Stromversorgung nach aullen verlagert und sie wie
einen Eingangskanal behandelt. Fiir einen wohldefinierten Ausgangsstrom muss dann
an anderer Stelle im System gesorgt werden.

pPAq

Abbildung 15: Schematische Darstellung eines zweistelligen UND-Gatters, das am Ausgang nur dann
einen von Null verschiedenen Wert liefert, wenn beide EingangsgroBen unter Strom stehen.

pva

Abbildung 16: Schematische Darstellung eines zweistelligen ODER-Gatters, das am Ausgang nur dann
Null liefert, wenn beide EingangsgréBen nicht unter Strom stehen.



Jaenecke

pYq

Abbildung 17: Schematische Darstellung eines zweistelligen EXKLUSIVES-ODER-Gatters, das am
Ausgang nur dann Null liefert, wenn beide EingangsgroBen gleich sind, denn dann neutralisieren sich bei
einem hier nicht eingezeichneten Federmechanismus die Wirkungen der beiden Magneten.

Die Beispiele in den vorangegangenen Abbildungen zeigen, dass man die Gatter ganz
unterschiedlich realisieren kann, je nach dem, welche physikalischen Elemente man
miteinander verschaltet. Wir abstrahieren wiederum von der physikalischen Ebene und
betrachten die ein- und zweistelligen Gatter als Basislogsysteme, oder, in
kybernetischer Sprechweise, als schwarze Kisten, von denen nur die Eigenschaften der
Ein- und Ausginge bekannt sind.

3.2 Verkniipfung von Junktoren/Gatterschaltung

Junktoren/Gatter filhren Operationen aus: sie wandeln Eingangswerte in Ausgangs-
werte um. Unter einer Verkniipfung von Junktoren bzw. einer Verschaltung von Gat-
tern verstehen wir einen Verbund, der sich ergibt, wenn man bestimmte Ausgangskana-
le eines Junktors/Gatters zu Eingangskanilen von anderen Junktoren/Gattern macht
und gegebenenfalls mit deren Ausgangskanilen ebenso verfihrt (Abbildung 18).

1 —»

SN Junktor 1 Junktor 2 > 1

3

Abbildung 18: Dreistelliger Junktor aufgebaut aus zwei zweistelligen Junktoren.
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Bislang wurden iiber die Definitions- und Wertebereiche noch keine Vereinbarungen
getroffen. Wenn man jedoch Systeme miteinander verbinden méchte, muss der Werte-
bereich der vorausgehenden Junktoren/Gattern in den Definitionsbereichen der nach-
folgenden liegen. Dies fiihrt uns auf den Begriff einer abgeschlossenen Menge von Log-

systemen. Sei H eine Menge von L Logsystemen realisiert als Gatter oder Junktoren;

die zugehorigen Definitions- bzw. Wertebereiche seien D*,..., D" und W*,..., W*" .

Definition: Abgeschlossene Menge von Logsystemen

Die Menge der L Logsysteme in H heif3t abgeschlossen, wenn fiir alle
i,j=12,.,L gilt: W <D,

Bilden die zu verkniipfenden Junktoren/zu verschaltenen Gatter eine abgeschlossene
Menge, so liefern ihre Ausgangskanile immer Werte, die als Eingangswerte bei ande-
ren Systemen infragekommen. Bei Abgeschlossenheit fiihrt somit die Verschaltung von
Logsystemen auf allgemeine, in belicbiger Weise aus Logsystemen aufgebaute Systeme,
die wiederum zu Teilsystemen eines umfassenderen Systems zusammengefasst werden
konnen.

Satz 1: Abgeschlossenheit der Logsysteme

Sei Hl, eine Menge von abgeschlossenen Logsystemen und S™e die Menge aller Sy-
steme, entstanden durch beliebige Verschaltungen der Logsysteme aus H, . Dann ist

auch die Menge S™ abgeschlossen.
Beweis:

Bei einer beliebigen Verschaltung von Logsystemen miinden die Eingangskanile
stets in Logsystemen und die Ausgangskanile stammen ebenfalls stets von Logsyste-
men, die nach Voraussetzung abgeschlossen sind. Also konnen die Definitions- und
Wertebereiche durch eine Verschaltung nicht iiberschritten werden.
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Wenn H, eine Menge von abgeschlossenen Logsystemen ist, konnen die beiden Sys-

temgesamtheiten H, und S™ zu einer Gesamtheit
H=H,US™

zusammengefasst werden, deren Definitionsbereich D™ =D™ und deren Wertebe-

reich W™ = W™ ist. Fiir die Logik sind nur Mengen von abgeschlossenen Log-
systemen von Interesse; im folgenden werden daher nur solche Systeme betrachtet.

Selbst bei einer endlichen Zahl von Fin- und Ausgangskanilen kommt es zu einer
groBen Vielfalt von Junktoren/Gattern, so dass die Lage schnell uniibersichtlich wird.
Da solch eine Systemvielfalt nicht nur die Anwendung, sondern auch die theoretischen
Arbeiten massiv behindern wiirde, ist es notwendig, sie in irgendeiner Weise einzu-
schrinken. Es kommt hierfiir nur eine Moglichkeit infrage: Man muss alle komplexen
Logsysteme auf einige wenige elementare zuriickfiihren.

Es zeigt sich nun, dass es moglich ist, durch eine geeignete Kombination von zwei-
stelligen Logsystemen Logsysteme zu konstruieren, deren Stelligkeit groBer ist als 2;
Abbildung 18 liefert ein Beispiel, wie aus zwei zweistelligen Junktoren ein dreistelliger
gemacht werden kann. Wir werden spiter sehen, dass sich alle 4 —stelligen Logsysteme
mit & > 2 unter bestimmten Voraussetzungen auf eine Kombination von zweistelligen
Logsystemen zuriickfiihren lassen. Diese Eigenschaft ermoglicht eine erhebliche
Vereinfachung der Logik. Aus traditionellen Griinden ergéinzt man die zweistelligen
Junktoren/Gatter noch durch einstellige, doch dies wire nicht notwendig, denn wie
aus Tabelle 4 ersichtlich, sind die einstelligen Spezialfille der zweistelligen. Diejenigen
ein- bzw. zweistelligen Junktoren/Gattern mit denn alle hoherstelligen konstruiert
werden konnen, entsprechen den Basislogsystemen.

3.3 Primlogsysteme

Die Eingangskanile von einem Logsystem konnen von anderen Logsystemen stam-
men; da aber die Verschaltung von Systemen irgendwann abbrechen muss, fehlen den
Eingangskanilen an vorderster Front die Systeme, von denen sic Werte beziehen. Das
darf nicht sein: Ein Eingangskanal muss stets von einem System ausgehen; deswegen
miissen solche freien Kanile mit Primlogsystemen abgeschlossen werden, die nach
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Voraussetzung zwar Werte liefern, aber keine Eingangskanile besitzen. In Abbildung
19 ist der Junktor ® mit den Primlogsystemen p und ¢ verbunden.

p
II' JUNKTOR
(o ©®

Abbildung 19: Junktor ® verbunden mit den Primlogsystemen p und ¢, welche die Werte p bzw. q
liefern. Durch diese Ankopplung liegt am Ausgangskanal des Junktors ebenfalls ein Wert an.

— P®q

Es gibt verschiedene Arten von Primlogsystemen. Die in der Logik benutzten (ideel-
len) Primlogsysteme sind Primaussagen und Relationen.!3

3.3.1 Primaussagen

Bei Primaussagen handelt es sich um Faktenwissen, von dem man annimmt, dass der
zugehorige Wert bekannt ist oder durch auBerlogische Mittel bestimmt werden kann.
Beispiel:

Aussage von ,Die Erde ist eine Scheibe’.

Eben weil der Wert auBerlogisch zu ermitteln ist, hat eine Primaussage keine logischen
Eingangskanile. Fine Primaussage kann irgendeinen Wert aus dem Wertebereich
haben, sie muss also insbesondere nicht notwendig wahr sein. Die den Primaussagen
entsprechenden materiellen Primlogsysteme sind dadurch gekennzeichnet, dass sie zwar
einen Ausgangskanal haben, in dem Werte des (logischen) Wertebereichs iibertragen
werden, bei denen aber entsprechende Eingangskanile fehlen. Im Gegensatz zu ideellen
Primsystemen beruhen materielle auf Energieumwandlungen, z.B. beim Auslesen eines
Inhalts aus einem Speicher; sie haben daher zumindest einen Eingangskanal fiir die
Energiezufuhr. Doch dieser {ibertragt keine logischen GroBen, so dass man von ihm in
der Logik abstrahieren kann. Der Ausgangskanal iibertrigt dann den aus dem Speicher
gelesenen Wert.

13 Die Primaussagen werden unter anderem auch als atomare Aussagen, die Relationen auch als Pridikate
bezeichnet.
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3.3.2 Relationen

Nun gibt es aber auch Systeme mit Eingangskanilen, die zwar ideelle GroBen ,,iiber-
tragen®, bei denen es sich aber nicht um logische Werte handelt; bekanntestes Beispiel
hierfiir sind die Begriffe, die in Relationen als ,,Eingangswerte“ eingehen konnen.
Relationen haben aber neben den Begriffen auch noch andere Arten von Eingangswer-
ten, z.B. reelle Funktionen oder irgendwelche Daten. Diese Arten von Eingangswerten
fassen wir unter dem Oberbegriff Objekt zusammen, wobei unter einem Objekt irgend-
ein Ding verstanden wird, das kein Logsystem ist und mindestens einer Objektklasse
angehort; letztere ist durch eine gewisse Menge von Objekten charakterisiert.

Definition: &-stellige Relation
Eine &-stellige Relation (A ;A ,,.... A ) setzt & Objekte (4 = 1) miteinander
in Beziehung. Dabei bezeichnet ‘ .Ai]_ ;" das Element i; aus der Objektklasse Aj (/ =

1, 2, ..., k). Der Definitionsbereich einer 4-stelligen Relation ist das kartesische
Produkt

A=A x Ay x ... x Ay

ihr Wertebereich besteht aus einer Menge von logischen Werten W.

Die Wertemenge konnte z.B. W = {trifft zu, trifft nicht zu, unbekannt} lauten. So

trifft die zweistellige Relation ‘hat_Kind(Peter, Paul)’ zu, wenn Peter das Kind Paul
hat; falls nicht, trifft sie nicht zu. AuBlerdem kann die Kindesbeziehung noch unbe-
kannt sein. Die Objektklasse fiir diese Relation ist etwa die Klasse der Personen; ‘Peter’
and ‘Paul’ sind Elemente von ihr.

Eine Relation zeichnet sich dadurch aus, dass sie einen nichtlogischen Definitionsbe-
reich und einen logischen Wertebereich hat. Aufgrund des letzteren kénnen Relationen
wie logische Aussagen, aufgrund der nichtlogischen Natur ihrer Eingangswerte kon-
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nen sie als spezielle Primaussagen betrachtet werden (Abbildung 20). Durch die
Hinzunahme von Relationen und ihre Gleichstellung mit logischen Aussagen gewinnt
der Formalismus betrachtlich an Ausdruckskraft.

p
p »
JUNKTOR
— p®r(A,B
; r ® p@r(A,B)
() A B
p
I’(.A,B) ® > p@r(A,B)
(b)

Abbildung 20: Junktor ® verbunden mit einer Primaussage p und einer Relation , welche die Werte p
bzw. (A, B) liefern; Relationen werden wir Primaussagen behandelt. Abbildung (b) zeigt die Kurzform
der Darstellung von Abbildung (a).

Um Verwechselungen mit logischen Entitdten zu vermeiden, fiihren wir und als Zei-
chenmenge fiir die Objektkonstanten das Vokabular

V@]K :{A, B, C, eey Al’ ./42, eny Bl’ BZ""}
und als Zeichenmenge fiir die Objektvariablen das Vokabular
Vo ={X, Y, Z, . X Xy, s M )0 0}

ein. AuBerdem erginzen wir das Vokabular fir die Wertevariablen durch die Zei-
chenmenge fiir die Relationenvariablen und erhalten
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Vw=1{p,958tXY,2...,X1,X2, ..., J1,¥2, ... T, T1, T2, ...}

Bestehen die Argumente einer Relation ausschlieBlich aus Zeichen fiir Objektkon-
stanten, so werden damit stets Beziehungen zwischen individuellen Objekten ausge-
driickt, auch wenn noch nicht bekannt ist, um welche es sich handelt. Relationen mit
solchen Zeichen dienen dazu, Faktenwissen ganz unterschiedlicher Herkunft in einheit-
licher Form zu reprisentieren.

So ist Faktenwissen inform von Relationen wie ,.A enthilt_neben 3 auch C’ oder ,.A

ist_Autor_von 5’ direkt in relationalen Datenbanken abgelegt und kann iiber geeig-

nete Zugriffsoperationen von dort ausgelesen und so fiir logische Systeme nutzbar
gemacht werden.

Bei einer anderen Relationsart sind die Fakten nicht direkt verfiigbar, sondern wer-
den erst berechnet, d.h. die Rechenoperationen nehmen jetzt den Platz von Zugriffs-

operationen ein. Ist etwa eine Funktion / und ein Zahlenintervall I gegeben, so wird

beim Aufruf der Relation hat_Nullstelle(£ T) berechnet, ob die Funktion / im ange-

gebenen Intervall eine (oder mehrere) Nullstellen besitzt. Durch solche Operationen
lassen sich beliebige mathematische Funktionen z.B. aus einer Funktionsbibliothek in
logische Untersuchungen einbeziehen.

Bei einer weiteren Relationsart werden die Daten nicht von Datenbanken, sondern
von Sensoren abgerufen. Ihr Haupteinsatzgebiet ist die Losung von Steuerungsaufga-
ben, bei denen es darum geht, in Abhéngigkeit von dufleren Bedingungen und gestiitzt
auf das in einem logischen System enthaltene Wissen Schlussfolgerungen zu ziehen und
das Ergebnis der Schlussfolgerungen mit Aktionen, z.B. an Entscheidungen zu kniip-
fen. Eine solche Relation wire z.B. ist_groBer_als(Drehzahlmesser, maximal zuléssige
Drehzahl). Hinter ,Drehzahlmesser’ verbirgt sich eine Sensorfunktion, die in diesem
Beispiel die Aufgabe hat, die jeweils aktuelle Drehzahl festzustellen. Falls sie den Wert
,wahr’ liefert, wird man eine die Drehzahl senkende Aktion einleiten.

Die verschiedenen Relationsarten unterscheiden sich lediglich in ihren Wissensquel-
len; neben den oben angefiihrten sind auch noch andere Arten moglich. Fiir logische
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Untersuchungen ist es unerheblich, woher das Wissen stammt, so dass alle Arten in
gleicher Weise behandelt werden konnen.

Das obige bezog sich auf Beziehungen zwischen Objektindividuen. Erscheinen in den
Argumenten einer Relation Zeichen von Objekt variablen, so ist damit gemeint, dass die
Relation auf alle Objekte aus den zugehorigen Objektklassen zutriftt; nach Vereinba-
rung gilt somit z.B.

(2) F(X,Y) =g YXVY 1(X,y) und r(A,B)=4 r(ab);

die rechte Seite stellt dabei jeweils die pradikatenlogische Schreibweise dar. Mit Hilfe
von Relationen lassen sich auf diese Weise priidikatenlogische Ausdriicke bilden; wir
werden in einem spateren Teil ausfiihrlich darauf eingehen.

3.4 Vokabulare

Im Verlaufe der Begriffsklarung ergaben sich mehrere Zeichenserien, die im folgen-
den noch einmal kurz zusammengestellt werden. Es sei bereits an dieser Stelle nach-
driicklich darauf hingewiesen, dass allein schon durch die Wahl der Zeichen bestimmte
Inhalte ausgedriickt werden. Zwar ist es zundchst gleichgiiltig, welche Zeichen man fiir
welchen Zweck auswihlt, aber nach der Wahl liegt ihr Verwendungszweck und somit
ihre Bedeutung fest.

Die Zeichen lassen sich in drei Vokabularien gruppieren, und zwar jeweils ein Voka-
bular fiir Variablen, fiir Konstanten und fiir Daten. Technische Zeichen bleiben unbe-
riicksichtigt.
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Vokabulare fiir Variablen

Texturvariable:
Vo ={P,Q.X, Y, Z, ... PPy, .Q.Qysen X1 X, Y0, 3

Systemvariable: Ve={p, a0, X, ¥,Z, ... X1, X2, oy Y1, Y2, -.
Wertevariable: Vw={p,a, 1 XY,Z .. X, X2, .0, Y1, Y2, .-
Objektvariable: Vo={X,V, Z,.., X, X, .. 0%, %, ..}
Einstellige Gatter: V.={~,~5,}

Zweistellige Gatter: Vo ={01,0,,...}
Einstellige Junktoren:  V_ ={~,,%,,...}
Zweistellige Junktoren: V_ ={®,,®,,...}
Vokabulare fiir Konstanten
Texturkonstante: Vi, ={A,B,C, ., A, A,,.,B, By, }
Systemkonstante: Vs, ={a, b, c.... a, 8., b, b,,..}

Wertekonstante: Vy, ={a,b,c ... a;,8, ... b;, by, .}
Objektkonstante: Vo, ={A. B, C, ... A, Ay, ., B By, )
Einstellige Junktoren: V_ ={—, <}, (Auswahl)

K

Zweistellige Junktoren: V®K ={A, v, =, <, T, \L,Y} (Auswahl)

Funktionenkonstante: ~ Vp ={f, g, h,...f,,f,, ..., 9;,9,,..}

Relationenkonstante: ~ Vp ={r,r, r,,..}

Vokabulare fiir Daten
Definitionsbereich: Vi, ={f, w, u} (Auswahl)
Wertebereich: Vi, ={f,w, u} (Auswahl)

Tabelle 6: Vokabulare fiir die Variablen, Konstanten und Daten.
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3.5 Gleichheitsbeziehungen

Bei Logikanwendungen kommen hiufig Gleichheitsaussagen vor; sie werden sprach-
lich erfasst durch Gleichsetzen von logischen Ausdriicken, ausgedriickt durch Glei-
chungen. Wie in der Mathematik, so unterscheiden wir auch hier drei Fille: Identische
Gleichungen, sie werden fiir jeden Wert der in ihnen vorkommenden Grofen befrie-
digt; Funktionsgleichungen, sie stellen Gleichungen zwischen verénderlichen GréBen
dar und schlieBlich Bestimmungsgleichungen, die nur durch bestimmte Werte, den
Losungen der Gleichung, befriedigt werden. Fiir alle drei Arten verwenden wir das
normale Gleichheitszeichen ,=’; es bezieht sich auf die Gleichheit von Werten. Ob die
Gleichheit von Werten oder z.B. von Mengen gemeint ist, geht aus dem Buchstabentyp
hervor, der fiir die betreffende Entitét vorgesehen ist. Fiir Zeichenketten benotigt man
keine Gleichheitsrelation, da zwei verschiedene Zeichenketten von der Sache her nie-
mals gleich sein konnen, und zwei gleiche Zeichenketten sind immer gleich.

Gilt zwischen zwei Entitéten die Gleichheit, so konnen sie wechselseitig fiireinander
stehen, insbesondere kann die eine durch die andere an beliebiger Stelle ersetzt werden.

Neben der herkdmmlichen Gleichheitsrelation bendtigen wir noch zwei weitere. Die
eine wurde bereits gelegentlich verwendet und bezieht sich auf die Abkiirzung von
Zeichenketten. Hier wird die Gleichheit zwischen dem abkiirzendem Zeichen und der
abzukiirzenden Zeichenketten definitorisch festgelegt; wir verwenden fiir sie das
Gleichheitszeichen , =, z.B.

S =.u Helium ist ein Edelgas,
(3) X =k %o [%a P&y (P & )]

Im ersten Fall wird der Satz ,Helium ist ein Edelgas’” durch das Zeichen ,S’ abgekiirzt,
entsprechend steht im zweiten Fall x fiir den Ausdruck =, [~, p ®; (p ®; q)].

Bei einer Abkiirzung gehen alle Eigenschaften des abgekiirzten Ausdrucks auf das
abkiirzende Zeichen iiber: Zeichen S sagt somit das Gleiche aus wie ,Helium ist ein
Edelgas’ und x hat den gleichen Wert wie der zugeordnete logische Ausdruck. Aus
diesem Grund darf auch bei Abkiirzungsgleichheit an jeder Stelle der fragliche Aus-
druck durch sein abkiirzendes Zeichen ersetzt werden. Im Unterschied aber zu einer
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normalen Gleichung wie X ==, [=. P ®p (P ®; q)] darf eine Abkiirzungsglei-

chung nicht in Operationen einbezogen werden, die ansonsten fiir den abgekiirzten
Ausdruck erlaubt sind; man darf also z.B. Gleichung ( 3) nicht durchmultiplizieren.

Mit einer weiteren durch ,= 7’ gekennzeichneten Gleichheitsrelation driicken wir ei-
nen Darstellungswechsel aus, z.B. den zwischen junktorieller und arithmetischer Dar-
stellung. Da in den zwei Darstellungen im allgemeinen unterschiedliche Werte vor-
kommen, besteht genau genommen keine Wertegleichheit mehr. Da wir es aber mit
dquivalenten Darstellungen zutun haben, bei denen zwischen den beiden Wertearten
eine umkehrbar eindeutige Zuordnung besteht, handelt es sich im iibertragenen Sinn
doch um eine Gleichheit. So entspricht, wie im zweiten Teil gezeigt wird, die junkto-
rielle Konjunktion der Multiplikation; diesen Sachverhalt beschreiben wir durch

w,f 01

Es sei angemerkt, dass die hier angefiihrten Gleichheitsrelationen sich in ihren for-
malen Eigenschaften unterscheiden konnen. So gilt fir ,=7’ die Identitiit nicht:
avb=; avhb ergibt ebenso wenig Sinn wie a-b =; a-b.

4 Formalsprachliche Darstellung

In Abbildung 13 bis Abbildung 17 wurden die Gatter durch Schaltbilder, d.h. durch
Texturen beschrieben. Dieser Darstellung ldsst sich zwar leicht die Funktionsweise
entnehmen, aber sie eignet sich nicht fiir formalsprachliche Operationen. Dazu muss
der in einer Textur erfassten Sachverhalt erst in eine zeichensprachliche Form gebracht
werden. Hierfiir stehen logische Ausdriicke, & — stellige logische Funktionen und Ur-
teile zur Verfligung.

4.1 Logische Ausdriicke
Verkniipfungen von Aussagen werden durch logische Ausdriicke beschrieben. Sei
J={=p = 0 &, &, 0 @} (N 21 0y 21)

eine abgeschlossene Menge von ein- und zweistelligen Junktoren. Es gelte:
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(4) ==,p, peD seW, =, el,
(5 t=p®;q, p,geD, teW, ®;e];

p und g sowie s und t sind Variablen fiir Werte, erstere aus dem Definitionsbereich 1D,
letztere aus dem Wertebereich W . Sind die Werte von p bzw. p und q bekannt, so ldsst
sich daraus der Wert fiir s bzw. t berechnen. Wir haben hier eine ganz dhnliche Situati-
on wie bei herkdmmlichen arithmetischen Operationen. Eine einstellige Operation ist

2.B. der Vorzeichenwechsel ¢ = — 2 oder das Wurzelziehen ¢ =/a , eine zweistellige

die Addition ¢= 2+ b. Aus den Werten von 2und & folgt unmittelbar der Wert von ¢,
vorausgesetzt, man kennt die Bedeutung der Operationszeichen.

Da nach Voraussetzung die Menge der Junktoren abgeschlossen ist, diirfen die logi-
sche Verkniipfungen Teil weiterer Verkniipfungen sein. So kann man die in den Glei-
chungen (4) und ( 5) definierten Gr6Ben s und t etwa durch

X=r, (s ®ﬂ1t), sited, xeW, ~, ,®; €]

miteinander verbinden. Setzt man s und t aus den Gleichungen ( 4) und ( 5) ein, so
ergibt sich

(6) X==~, [, p®; (p ®; q)].

Zeichenketten der Form ~, [=, P&y (P ®5 q)] heiBen logische Ausdriicke.

Nicht jede Kombination logischer Zeichen ist jedoch sinnvoll, d.h. stellt einen logi-
schen Ausdruck, oder, wie man auch sagen kann, eine wohlformulierte Formel dar.!
Die Menge der wohlformulierten Formeln eines Logiksystems bilden eine formale
Sprache; ihre Grammatik wird meist umgangssprachlich festgelegt durch die folgende

14 Manchmal abgekiirzt durch ,wff’.
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Induktive Definition: Logischer Ausdruck

Gegeben sei das Konstantenvokabular V;,  fiir den Definitionsbereich

und das Vokabular Vy,, das alle zuldssigen Wertevariablen enthilt.
Dann gilt:

(a) zist ein Ausdruck, wenn z € Vi, oder z € Vy, .

(b) Ist z ein Ausdruck, dann ist es auch =~ z, wobei =~ ein einstelliger Junktor ist.

(c) Sind z; und z» Ausdriicke, so ist auch z, ®z, ein Ausdruck, wobei ® ein
zweistelliger Junktor ist.

(d) Ist z ein Ausdruck, dann sind auch (z), [z], {z} Ausdriicke.

(e) Eine Zeichenreihe ist nur dann ein Ausdruck, wenn das aufgrund der Regeln

(a) — (d) der Fall ist.

Um die Reihenfolge der Operationen festzulegen oder auch nur, um die Ausdriicke
lesbarer zu machen, erlaubt Regel (d) in bekannter Weise den Gebrauch von Klam-
mern.

Gestiitzt auf die Vokabulare
Viy ={P1:Pys - Pn}
J,={=1. =y, -\, znjl} n;, =1,
J, ={®,®,, ..., ®nﬂz} n;, =1
Vtechnische Zeichen — {( ) [ ] { }}
lasst sich die induktive Definition unmittelbar in die regulare Grammatik
G V, V. S,R>

logischer Ausdruck =< Nichtterminale * V Terminale ’

libertragen, wobei
VNichtterminale = {S ' Z} >

VTerminale = VW ul 1Y J 2 Y Mechnische Zeichen
S € Vyihtterminate 15t das Startsymbol und steht fiir ,logischer Ausdruck’
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R ist die Regelmenge

(1) S=p; pieVy,

2 S=7Z,

(3a—3c) Z=(2)]12]11{z}

@) L=~ =l

(5a—5b) Z=p,®;Z | Z®;p; p;jeVy, ®; €l,
(6) Z=p; pieVy

Beispiel: Es ist der Ausdruck —[p, — (P, v p;)] aus der Grammatik G zu erzeu-
gen. Fiir diesen Fall ist Vi, ={p;,p,.ps}, J,={-}, J,={—,v} und
V,

technische Zeichen

links erscheint jeweils die Nummer der verwendeten Regel.

= {(, )L ]} . Im folgenden werden die Herleitungsschritte angegeben;

o z

) —Z

(3b) —-[Z]

(5a) —[p; > Z]

Ga)  —[p,— (2)]

(5a) =[p; = (p, v 2)]

(6) =[p; = (P, vP3)].

Eine Zeichenkette ist danach ein logischer Ausdruck, wenn sie hinsichtlich der Gram-
matik fiir logische Ausdriicke grammatisch korrekt ist. Die Grammatik Giogischer Ausdruck
ist reguldr, d.h. man kann fiir jede Zeichenkette stets in endlich vielen Schritten ent-
scheiden, ob sie grammatisch korrekt ist oder nicht. Dies kann sowohl wie im obigen
Beispiel ,,top-down“, also vom Startsymbol §' zur fraglichen Zeichenkette oder von
letzterer ,,bottom-up*“ zum Startsymbol .S geschehen.

Die iiber die Grammatik Gigischer Ausaruc €ingefiihrte Schreibweise ist leicht lesbar,
solange sich die Klammern nicht haufen. Fiir Ausdriicke, in denen zahlreiche Klam-
mern erforderlich wiren, wurden spezielle Klammerersparnisregeln eingefiihrt; sie
legen z.B. eine Rangordnung der Junktoren fest (was der Punktrechnung vor Strich-
rechnung der Arithmetik entspricht), oder sie fiilhren Punkte um die Junktorzeichen
ein, wobei jetzt die Anzahl der Punkte die Rangfolge bestimmt. Oft wird die Negation
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eines Ausdruckes durch einen durchgehenden Strich {iber diesen Ausdruck darge-
stellt.!> Durch solche MaBnahmen lassen sich zwar Klammern einsparen, aber kaum die
Lesbarkeit erhohen, da nun anstelle der Klammern die Punkte gezahlt werden miissen.
Es ist daher ratsamer, die Schreibweise der Grammatik Giogischer Ausdruex 20 libernehmen
und gegebenenfalls durch geeignete Abkiirzungen die Lesbarkeit zu verbessern.

LUKASIEWICZ hat eine nach ihm benannte Schreibweise eingefiihrt, die auch als
,polnische Notation’ bezeichnet wird. Sie kommt ohne Klammern aus und lésst sich
tiber die Vokabulare

Vi ={P1,P, -+ Pu}

Ji={N (=)},

J, ={K(A),A(v),C(—).E(©)}
durch die reguldre Grammatik

G, =<V, V. S,R, >

ichtterminale * V Terminale; *

charakterisieren, wobei
VNichtterminale Z{S’ Z}a

Vierminae = Yoy Y I3 U I,

S € Vyihtterminate 15t das Startsymbol und steht fiir ,logischer Ausdruck’
R ist die Regelmenge

(1) S=p; pieVy,

2 S=27,

3 Z=NZ

(4a—4d) Z=Kp,Z|Ap,;Z|Cp;Z|Ep;Z p;eVy
©) Z=p; pieVy.

In Ji und J, wurde jeweils in Klammern die bekannte Junktorenschreibweise hinzuge-

fligt.

157.B. ASSER (1972): Einfiihrung in die mathematische Logik, 1, p. 16f.
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Beispiel: Es ist der Ausdruck —[p, — (p, v p;)] aus der Grammatik G; zu er-

zeugen. Die jeweils durch die Nummer der verwendeten Regel gekennzeichneten Her-
leitungsschritte sind:

Q) Z

(3) NZ

(4c) NCp,Z

(4b) NCp,Ap,Z
Q) NCp,Ap,p;-

Diese klammerfreie Schreibweise ist zwar sehr kompakt, aber sie wird eigentlich nur
dann lesbar, wenn man sich die einzelnen Terme durch Klammern abgeteilt denkt oder
sogar wieder Klammern einfiihrt. Die Systemschreibweise (Abbildung 21) ist ebenfalls
klammerfrei; verglichen mit den logischen Schreibweisen ist sie aber auch noch bei
umfangreichen Ausdriicken leicht verstiandlich, denn die Verkniipfungen konnen un-
mittelbar nachvollzogen werden.

Py
P2
Ps

Abbildung 21: Klammerfreie Systemschreibweise fiir den Ausdruck —[p, = (P, vP3)]-

Sowohl in der LUKASIEWICZ als auch in der Systemschreibweise ldsst sich immer
in endlich vielen Schritten entscheiden, ob eine Zeichenkette ein logischer Ausdruck ist
oder nicht. Umgekehrt kann jeder logische Ausdruck in traditioneller Darstellung
stets in die beiden klammerfreien Darstellungen umgeformt werden; fiir technische
Anwendungen bedeutet dies: Schaltung und logischer Ausdruck kénnen wechselseitig
ineinander umgeformt werden, insbesondere kann jeder logische Ausdruck durch eine
Schaltung realisiert werden.
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4.2 Logische Funktionen

Logische Funktionen werden wir — ebenfalls dem mathematischen Vorbild folgend —
mit Hilfe von logischen Ausdriicke einfiihren:16

Definition: £— stellige logische Funktion

Eine & — stellige logische Funktion f mit =1, 2, ..., dem Definitions-
bereich D und dem Wertebereich W ist eine Vorschrift, die jedem £ -
Tupel (d,,d,,...,d,) € DxDx.xD einen Wert we W zu-
%,—/
k— faches kartesisches Produkt
ordnet. Die Zuordnungsvorschriften werden durch logische Ausdriicke
beschrieben.

Fiir die logischen Funktionen {ibernehmen wir die in der Mathematik iibliche Schreib-
weise. So lautet z.B. die Gleichung ( 6) in Funktionsschreibweise

1(p,a,8) ==, [(p &5 q) ® s].

Die Anzahl der unabhéingigen Variablen ist bei logischen Funktionen grundsitzlich
nicht beschrinkt. Falls Definitions- und Wertebereich endlich sind, ldsst sich jede
logische Funktion eindeutig durch eine Wertetabelle charakterisieren; das gilt auch fiir
Funktionen, deren Bereiche mehr als zwei Werte enthalten. Zwar werden die Tabellen
mit wachsender Stellenzahl schnell sehr grofl und somit unhandlich, so dass man nach
einer alternativen Charakterisierung Ausschau halten muss, aber prinzipiell ist die
Darstellung durch eine Wertetabelle immer moglich.

Gegeben sei eine 4—stellige Funktion f(p,,p,,....p, ) ; ihr Definitionsbereich sei

D = DxDx..xD

%/—J
k— faches kartesisches Produkt
und ihr Wertebereich ID . Nach Voraussetzung ordnet die Funktion f jedem &— Tupel

(W, Wy, ..., W) €D

16 Funktionen in der Logik werden oft auch als Aussageformenbezeichnet.
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einem Wert aus dem Wertebereich D zu. Solch ein 4 — Tupel stellt eine bestimmte
Belegung der Variablen p,,p,,...,p, dar. Oft ist es wiinschenswert, mehrere solcher

Tupel zusammenzufassen, z.B. weil sie den gleichen Funktionswert liefern. Deshalb
fiihren wir den Begriff ,Belegung’ als Menge von Tupeln:

Definition: Belegung

Eine Belegung B der £ Eingangsvariablen p,,p,,...,p, fiir eine 4 —
stellige logische Funktion f mit dem zugehorigen Definitionsbereich
D= DxDx..xD ist eine wohldefinierte Menge von 4 -Tupel

%_/
k— faches kartesisches Produkt

mit B* < D*.

Im Spezialfall enthélt eine Belegung nur einen Tupel. Liefert die Funktion f fiir eine
bestimmte Belegung B* immer den gleichen Wert w, so schreiben wir dafiir kurz
f(B*) = w ; liefert sie ihn fiir alle moglichen Tupel, so schreiben wir f(D*) =w .

4.3 Elementarurteil, Urteil und Fehlurteil

Wissenschaftliche Arbeit besteht zu einem {iberwiegenden Teil darin, Sachverhalte zu
erkennen, oder, wie wir auch sagen konnen, den (Wahrheits)wert von Aussagen zu
finden. Durch die abschlieBende Beurteilung einer Aussage wird entschieden, welcher
Wert ihr zukommen soll. Im einfachsten Fall bedeutet urteilen, einer Primaussage
einen Wert zuordnen; das Ergebnis solch einer Zuordnung ist ein Elementarurteil:

Definition: Elementarurteil

Ein Elementarurteil ist ein Urteil, bei dem der Wertevariablen p von ei-
ner Primaussage p ein ganz bestimmter Wert w aus dem Wertebereich
zugewiesen wird: p=w, weD=W .
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Beispiel:

Primaussage p: Die Erde ist eine Scheibe.
Elementarurteil p = f.

,Zuordnen’ ist hier ganz allgemein zu verstehen; so kann sich z.B. der Wert aus einem
Experiment oder durch eine Berechnung ergeben haben, er kann aber auch nur auf
Erfahrung oder einer Vermutung beruhen. Wie der Wert w zustandekam, ist fiir die
Logik unerheblich, denn er wurde auBerlogisch gewonnen. Allerdings besteht die
Moglichkeit, aus mehreren Urteilen mit rein rechnerischen (also rein logischen) Mit-
teln bestimmte neue Urteile zu ermitteln. Wir werden diese Moglichkeit in Zusammen-
hang mit Schlussfolgerungen spiéter ausfiihrlich behandeln.

Der obige Spezialfall lasst sich verallgemeinern, indem man nicht nur Primaussagen,
sondern auch beliebigen logischen Funktionen Werte zuweist. Die Zuweisung erfolgt
tiber eine Zuordnungsgleichung, die als ,Urteil’ bezeichnet wird:

Definition: &— stelliges Urteil

Gegeben sei die & — stellige logische Funktion f; ihr Definitionsbereich
sei D* und ihr Wertebereich W. Bei einem 4 — stelligen Urteil wird ei-

ner fiir eine bestimmte Belegung B* — D* aus ihrem ein Wert w aus ih-
rem zugeordnet; ein Urteil hat die Form einer Zuordnungsgleichung.

(7 f(IB%k) =w B“cD wew,
——

— -
Logische Funktion urteilen

Urteil

Dass auf der einen Seite der Zuordnungsgleichung jeweils nur eine Konstante steht,
bedeutet keine Einschrinkung der Allgemeinheit, denn eine Zuordnung f; = f; ldsst
sich z.B. iiber das exklusive Oder durch f, Y f, = falsch immer auf die obige Form

f
bringen. Die Gleichsetzung zweier Funktionen fiir eine bestimmte Belegung ist dem-
nach ebenfalls ein Urteil.
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Ein Urteil kann selbst als eine Aussage aufgefasst werden, die entweder wahr oder
falsch ist und die somit das weitere Urteil

[F(Xy, X ) =w 1=w,, X, .. X €D, w, eW, w, e{w,{},

etwa 'es ist wahr (= wy), dass p unbekannt (= wy) ist', nach sich zieht und dieses wie-
derum ein weiteres — ad infinitum. Da aber durch solch eine Urteilskette nichts Neues
ausgesagt wird, schneidet man sie ab durch die Vereinbarung

(8) [F(Xy, X ) =w1=w, X;,..,X €D, weW,

d.h. nach Vereinbarung ist ein Urteil immer eine wahre Aussage, so dass die Angabe,
dass es wahr ist und damit eine weitere Beurteilung entfillt. Bei der Beurteilung selbst
kann natiirlich irgendein Wert aus dem betreffenden Wertebereich infragekommen.

Die Zuordnung ( 7) einerseits und andererseits der Verzicht auf Urteile mit zwei und
mehr Stufen, oder anders formuliert: die unausgesprochene Vereinbarung ( 8), die zum
Abbrechen berechtigt, erscheint vielleicht als inkonsequent oder sogar als willkiirlich.
Es sei jedoch darauf hingewiesen, dass dies genau die in den Wissenschaften vertretene
Auffassung ist. Das Zerfallsgesetz z.B. lautet

N@t)=Nye™, t>0;

Es besagt, dass die Anzahl der noch nicht zerfallenen Teilchen zum Zeitpunkt ¢
tatsdchlich M¢) ist, wie aus der Formel berechnet werden kann. Man meint also,
obwohl an keiner Stelle explizit ausgesprochen,

(N (t)=N, e‘;‘t):w,
in Ubereinstimmung mit Urteil ( 8). Solche Gesetze sind meist fiir reelle Zahlen defi-
niert; im Gegensatz dazu beziehen sich junktorenlogische Urteile auf (Wahrheits)wer-
te. Das Weglassen von '= w' am Ende von [f(X,, ...,X, ) =w,;]=W erscheint wohl

deswegen als willkiirlich oder inkonsequent, weil man an eine Fortsetzung glaubt, ein
Gefiihl, das bei Gleichungen mit reellen Zahlen offenbar nicht entsteht.

Ein Fehlurteil entsteht, wenn einer Primaussage oder einer logischen Funktion ein
falscher Wert zugewiesen wird. Das wire z.B. der Fall, wenn man die Primaussage ,Die
Erde ist eine Scheibe’ als wahr beurteilte. Mit der Vereinbarung ( 8) wird die Moglich-
keit von Fehlurteilen nicht ausgeschlossen. Wie man Fehlurteile erkennen kann und
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welche Schutzvorrichtungen es gegen sie gibt, gehort zu einem Problemkreis, bei dem
es vor allem um Methoden geht, mit denen sich der Wert einer Aussage berechnen lésst.
Wir werden an spaterer Stelle auf diese Thematik zuriickkommen.

4.4 Analytisches Gesetz, positive/negative Tautologie, Neutralitit

Unter einem Gesetz verstehen wir eine beweisbare Aussage. Damit jedoch eine Aus-
sage beweisbar ist, muss die Bedeutung der Junktoren bekannt sein. Diese kann iiber
Wertetabellen, aber auch iiber Axiome eingefiihrt werden. Axiome sind demnach Ge-
setze per Festlegung und damit nicht beweisbar. /n der Logik treten Axiome somit nur
dann aut, wenn die Bedeutung der in 1hnen vorkommenden Junktoren noch nicht be-
kannt ist.\7

Eine besondere Stellung kommt Urteilen zu, die aufgrund ihrer Form immer einen
ausgezeichneten (Wahrheits)wert besitzen; sie werden als ,analytische Gesetze’!8:

Definition: Analytisches Gesetz

Eine 4 — stellige Funktion f mit dem Definitionsbereich D* und dem
Wertebereich W ist ein analytisches Gesetz, (1) wenn die Bedeutung der
in f vorkommenden Junktoren bekannt ist und (2) wenn sie fiir alle mog-
lichen Belegungen ihrer Variablen stets den gleichen Wert liefert, d.h.
wenn das Urteil

fM)=w, weW
beweisbar ist.

Ein auf einem analytischen Gesetz beruhendes Urteil bezeichnen wir als ,analytisches
Urteil’. Es sei angemerkt, dass der Wert w irgendein Wert aus dem Wertebereich sein

17 Analytisches Gesetz und Axiom werden in der Literatur oft miteinander vermengt; verwirrend ist
auBerdem der Begriff ,Prinzip’, von dem man nicht weiB, ob es sich um eine Setzung oder um einen be-
weisbaren Satz handeln soll.

18 auch: aussagenlogische Identitit oder aussagenlogisch allgemeingiiltig.
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kann, also z.B. auch der Wert ,falsch’ oder ,unbestimmt’. Beispiele fiir analytische
Urteile sind (p — p) = wahr oder p A—p = falsch.

Definition: Positive und negative Tautologie!®

Eine 4 — stellige Funktion f mit dem Definitionsbereich D* und dem
Wertebereich W =W, U W, ist eine positive/negative Tautologie,
wenn sie bei bekannter Bedeutung der Junktoren fiir alle moglichen Be-
legungen ihrer Variablen stets gleich einem ausgezeichneten/einem nicht
ausgezeichneten Wert ist, d.h. wenn

f(D)=w, weW, bzw. f(D*)=w, weW,

gilt; dabei ist W die nichtleere Menge der ausgezeichneten und W, die
der nicht ausgezeichneten Werte.

In der Literatur werden aus historischen Griinden durchgéngig analytische Gesetze
mit positiven und Widerspriiche mit negativen Tautologien identifiziert. Ein Aus-
druck, der immer wabhr ist (z.B. p — p), gilt als logisches Gesetz; einem Ausdruck der
immer falsch ist (z.B. p A —p ), haftet ein Makel an und gilt als ein zu vermeidender

Widerspruch. Dabei besteht zwischen beiden formal kein Unterschied. Wir werden
daher den Begriff ,Tautologie’ soweit es moglich ist vermeiden und stattdessen von
einem analytischen Gesetz sprechen.

Auch den Begriff ,Widerspruch’ verwenden wir nicht fiir einen Ausdruck, der immer
falsch ist, vielmehr beziehen wir ihn (nach dem Vorbild eines widerspriichlichen Glei-
chungssystems) auf ein System von Urteilen; wir werden ihn an spiterer Stelle einfiih-
ren, denn er gehort nicht in den gegenwartigen Zusammenhang.

Neben den analytischen Gesetzen gibt es noch Funktionen, die keine analytischen
Gesetze darstellen; man bezeichnet sie als ,Neutralitét’:20

19 griechisch aus to auto (dasselbe) legein (sagen).
20 quch Kontingenz.
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Definition: Neutralitit

Eine 4 — stellige Funktion f mit dem Definitionsbereich D* und dem
Wertebereich W ist eine Neutralitdt, wenn sie bei bekannter Bedeutung
der Junktoren fiir eine bestimmte Menge von Belegungen ihrer Variab-
len stets den gleichen Wert hat, d.h. wenn

fB)=w, B*cD* weW

gilt; dabeiist B* eine nichtleere Menge von Belegungen.

Zwischen positiver und negativer Tautologie und der Neutralitdt besteht folgende
Beziehung: Gegeben sei eine 4 — stellige Funktion f mit dem Definitionsbereich D
und dem Wertebereich W =W_ U W,; W, sei die Menge der ausgezeichneten und
W, die der nicht ausgezeichneten Werte; die Bedeutung der Junktoren sei bekannt.
Dann gilt:

fist entweder eine positive Tautologie, d.h. f(D*) =w, we W, ,
oder fiist eine negative Tautologie, d.h. f(HDk) =w, weW,,
oder fist eine Neutralitit, d.h. f(IB%k) =w, BcD* weW.

Man hitte auch sagen konnen: Unter den genannten Bedingungen ist eine Funktion
entweder ein analytisches Gesetz oder sie ist kein analytisches Gesetz, sondern eine
Neutralitit. Man kann in einfacher Weise zeigen, dass es eine andere Moglichkeit nicht
gibt. AuBerdem ist von jeder Funktion f in endlich vielen Schritten entscheidbar, wel-
cher der drei moglichen Fille auf sie zutrifft. Letzteres werden wir spéter mit arithme-
tischen Mitteln beweisen.

Analytisches Gesetz, Tautologie und Neutralitit beruhen auf der Voraussetzung,
dass die Bedeutung der Junktoren bekannt ist. Entsprechend der oben angegebenen
Unterscheidung zwischen Gesetz und Axiom entfillt bei einem Axiom diese Vorausset-
zung; es ist folgendermalBen definiert:
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Definition; Axiom

Eine & — stellige Funktion f mit dem Definitionsbereich D* und dem
Wertebereich W ist ein Axiom, (1) wenn die Bedeutung der in f vor-
kommenden Junktoren nicht bekannt ist und (2) wenn festgelegt wird,

dass sie fiir bestimmte Belegungen B* < D* ihrer Variablen stets den
gleichen Wert liefert, d.h. wenn das Urteil

fB)=w, weW

per Definition gilt.

Ein auf einem Axiom beruhendes Urteil bezeichnen wir als ,axiomatisches Urteil’.
Letzteres wird sich meist auf den gesamten Definitionsbereich D* beziehen, es kann

aber auch nur fiir einen Teilbereich B¥ < D* gelten. AuBerhalb diese Bereiches ist das
Axiom nicht erklért. Technisch kann man diese Einschrinkung folgendermafen reali-
sieren: Man verkorpert das Axiom durch ein Bauteil, das stumm bleibt, d.h. keine
Ausgangswerte liefert, wenn ein Eingangswert nicht in den Bereich B* fillt; das Bau-
teil wirkt dann wie ein Filter.

4.5 Informationsgehalt von Urteilen

Ein analytisches Urteil wird gelegentlich als inhaltsleer bezeichnet. Doch diese Be-
hauptung ist viel zu pauschal, um dem tatsichlichen Sachverhalt gerecht zu werden.
Wir erldutern die Frage nach dem Informationsgehalt von Urteilen anhand von Funk-
tionen iiber zweiwertige Definitions- und Wertebereiche; es sei also z.B.

D* = (wahr, falsch)x ...x (wahr, falsch) (k >1), W ={wahr, falsch}.

k Produkte

Die Funktionen seien vorgegeben, ebenso der ihnen zugewiesene Wert. Es besteht die
Aufgabe, aus der Zuordnungsgleichung

f(B")=w, B*cD* weW
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die zugehorige Belegung B* zu bestimmen. Wir betrachten als Beispiel die Funktion
f(p,q) = (p A Q) und die beiden Urteile

f(B,?)=wahr und f(B,*)= falsch;

die Konjunktion sei durch eine Wertetabelle (s. Tabelle 4) definiert. Aus dieser folgt
B,* ={(wahr,wahr)}.

Es gibt also nur eine Belegung, fiir die f wahr ist; damit stehen auch die Werte fiir p

und q fest: aus (p A q) =wahr folgen die beiden Elementarlosungen p = wahr und q

= wahr. Das ist der giinstigste Fall, der auftreten kann. Das zweite Urteil ist fiir die
drei Belegungen

B,> ={(wabhr, falsch), ( falsch, wahr),( falsch, falsch)}.

erfiillt; aus (p A Q) = falsch kann man daher die Werte von p und q nicht bestim-

men. Dennoch enthilt auch dieses Urteil Information, denn es schréinkt die vier mogli-
chen Belegungen fiir (p AqQ) auf drei Belegungen ein. Durch zusitzliche Angaben

erhoht sich die Wahrscheinlichkeit, dass sich die Werte fiir p und q bestimmen lassen.
So folgt z.B. aus den beiden Urteilen (p Aq)= falsch und p=wahr, dass

g = falsch sein muss.

Nimmt man jedoch, um das Urteil (p A Q) = falsch zu ergiinzen, etwa das tauto-
logische Urteil (p — p) =wahr hinzu, so wird man feststellen, dass es keine weitere
Einschrinkung liefert. Das trifft nicht nur auf dieses Urteil, sondern ganz allgemein
auf alle analytischen Urteile zu: Da sie immer fiir alle moglichen Belegungen gelten,
sind sie fiir die Werte p und q maximal uninformativ. Urteile konnen demnach mehr
oder weniger informativ sein. Wir prazisieren dieses Mehr oder Weniger durch ein
MabBe fiir den Informationsgehalt von Urteilen:
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Definition:

MabB fiir den Informationsgehalt eines nicht axiomatischen Urteils

Gegeben sei ein nicht elementares nicht axiomatisches Urteil
fB")=w, B*>Q, B*cD* weW,

gebildet aus einer & —stelligen Funktion f mit dem Definitionsbereich
D* und dem Wertebereich W ; die Bedeutung der in f vorkommenden
Junktoren sei bekannt. Der Definitionsbereich D* bestehe aus N und
die Belegungsmenge B* aus # Belegungen.2! Dann ist

N —n
9 m(N,n) = , N>1
9 (N,n) N1

ein MaB fiir den Informationsgehalt eines nicht axiomatischen Urteils.

Da nach Voraussetzung B* =@ und B* <D, d.h. 1<n<N ist, gilt somit
0<m(N,n)<1.

Die obige Definition ldsst sich leicht auf ein (widerspruchsfreies) System von nicht
axiomatischen Urteilen verallgemeinern; hierzu muss man nur den Definitions- und
Belegungsbereich entsprechend erweitern: Sei 4; die Anzahl der Variablen in einem
System von nicht axiomatischen Urteilen, dann ist der Definitionsbereich dieses Sys-
tems das kartesische Produkt

D = DxDx..xD ;

%,_/
ks — faches kartesisches Produkt

der Belegungsbereich B des Systems sei die Menge von 4 — Tupeln, fiir die alle Ur-
teile des Systems zutreffen. Aus der Anzahl der Elemente dieser beiden Bereiche lasst

21 Elementarurteile haben per Definition stets # = 1 Belegungen.
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sich dann ebenfalls {iber die Gleichung ( 9) der Informationsgehalt des Systems be-
stimmen.

Bei den analytischen Urteilen ist wegen B* =D* stets n=N und folglich
m(N,N) =0. Nimmt man solche Urteile zu einem System von nicht axiomatischen

Urteilen hinzu, bleibt dessen Belegungsbereich B* unveriindert; deswegen ist es be-
rechtigt, sie beziiglich dieses Systems als inhaltsleer zu bezeichnen.

Bei Neutralititen gilt dagegen wegen B < D* stets 1< n< N . Folglich ist bei
ihnen stets m(N,n) >0, d.h. sie haben immer einen von Null verschiedenen Informa-
tionsgehalt. Das ist der Grund, warum analytische Gesetze — im Gegensatz zu Neutra-
litdten — fiir Anwendungen kaum eine Bedeutung haben. Den héchsten Informations-
gehalt, namlich » = 1, haben verstidndlicherweise die Elementarurteile, denn sie geben
ja direkt den Wert einer Aussage an.

Das Mal} m befolgt lediglich eine Ordnungsskala, d.h. wenn sich fiir Urteil 1 der
Wert m; und fiir Urteil 2 der Wert z2, ergibt und wenn m; < m gilt, dann darf man
sagen, dass auch der Informationsgehalt von Urteil 1 kleiner ist als der von Urteil 2.
Aber aus den GroBenunterschieden von m; und z2, kann man keine sinnvollen Aussa-
gen ableiten, insbesondere ist es z.B. bei m> = 2*my, nicht zuldssig zu behaupten, der
Informationsgehalt von Urteil 2 sei doppelt so hoch wie Urteil 1.

Falls sich fiir ein Urteil ein Wert m > 0 ergibt, dann kann es, zu anderen Urteilen
hinzugefligt, zur Erhéhung des Informationsgehaltes beitragen; es kann aber auch gar
nichts bewirken oder im ungiinstigsten Fall einen Widerspruch erzeugen. Auf die Er-
héhung des Informationsgehaltes griinden sich die in einem spéteren Teil zu behan-
delnden Schlussfolgerungen.

Als Beispiel fiir eine Erhdhung des Informationsgehaltes betrachten wir wieder das
Urteil (p A Q) = falsch und dessen Belegungsmenge

B,? ={(wabhr, falsch), ( falsch, wahr), ( falsch, falsch)}.
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Bei zweiwertigen zweistelligen Urteilen ist N = 4; mit n, =3 folgt daraus
m; =0,25. Nimmt man als weiteres Urteil noch das Elementarurteil p = falsch

hinzu, ergibt sich die Belegungsmenge {(falsch,wahr),( falsch, falsch)}, die
beide Urteile erfiillt; fiir sie erhalten wir das Informationsmal 0,5.

Die bisherigen Uberlegungen zum Informationsgehalt von Urteilen hatten zur Vor-
aussetzung, dass die Bedeutung der in den Urteilen vorkommenden Junktoren bekannt
ist. Fine ganz andere Situation liegt bei den axiomatischen Urteilen vor, bei denen
diese Voraussetzung nicht erfiillt ist. Doch auch fiir sie ldsst sich ein MaB fiir den In-
formationsgehalt einflihren, nur bezieht es sich nicht mehr auf die Anzahl der Elemente
von Definitionsbereich und Belegungsmenge, sondern darauf, wie viele zweistelligen
Junktoren es ausschlieBt im Verhéltnis zur Anzahl aller moglichen zweistelligen Junk-
toren.

Angenommen, es soll die zweistellige Implikation eingefiihrt werden. Hierfiir bietet
sich natiirlich das Axiom p ®p =wahr, das jetzt nicht mehr beweisbar ist, sondern

per Definition gelten soll. Der Tabelle 4 ist zu entnehmen, dass es im zweiwertigen Fall
insgesamt N, =10 (nichttriviale) zweistellige Junktoren gibt. Von diesen gibt es
n;, =5 Junktoren, fiir die p@®p=wahr gilt; es sind dies die Junktoren mit der
Nummer 7, 9, 14 und 15. Axiom p ®p =wahr schlieBt also nur fiinf von 10 Fillen
aus; N; =10 und n; =5 in Gleichung ( 9) eingesetzt, ergibt fiir dieses Axiom ein
Informationsgehalt von 5/9. Weitere Einschrankungen, d.h. weitere Axiome sind er-

forderlich, um einen dieser noch verbleibenden fiinf Junktoren auszuzeichnen. Das
Axiom

{pP@[(qep)epl}®[q® (rep)l=q*

hingegen gilt nur fiir den SHEFFER Strich und schlieBt somit bereits 9 von 10 Fillen
aus; es besitzt daher den Informationsgehalt 1. Die Bedeutung der Junktoren ldsst sich
also nicht nur iiber Wertetabellen, sondern auch iiber ein Axiomensystem eindeutig
festlegen, das im giinstigsten Fall nur aus einem einzigen Axiom zu bestehen braucht;
auch darauf werden wir spater noch zuriickkommen.

22 MC Cune et al. (2002): Short Single Axioms for Boolean Algebra, p. 3.
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5 Darstellungsproblem

Zeichensprachliche Darstellungen von realen Systemen bieten einen groBer Vorteil:
Man braucht nicht mehr mit den Systemen selbst zu hantieren, sondern kann sich,
stellvertretend fiir sie, auf Zeichenmanipulationen beschrinken. Dabei wird von allem
Inhalt abgesehen, denn die Umformungsregeln beziehen sich nur auf die Form. Sollen
solche Operationen der Losung einer bestimmten angewandten Aufgabe dienen, so
muss zwischen der Zeichenwelt und dem zur Aufgabe gehérenden System eine Verbin-
dung bestehen. Daraus ergibt sich ein Darstellungsproblem, welches darin besteht, zu
einem vorgegebenen Aufgabenstellung die passende formale Darstellung zu ermitteln,
ein Vorgang, der aus mehreren unterschiedlichen Teilschritten besteht. Sie werden im
folgenden erldutert.

a. Primsysteme (Bingangskanile/Primaussagen) P ={x;, X,, X3, ...}

. P
generieren Werte Wy, Wy, Wg,...€ Wp

Wertebereich WBP
b1. einstellige Basissysteme (Gatter/Basisaussagen) G, ={f, f,, ... fnl}
fDg% =>W,% n=12,..n
DEG“ und WBGl
G, ={9,.9,. -9, }

0,: D% xD% = W% n=12,..n,

DBGZ und WBGZ

realisieren Abbildungen

Definitions- und Wertebereich

ba. zweistellige Basissysteme (Gatter/Basisaussagen)

realisieren Abbildungen

Definitions- und Wertebereich

¢. kI— Systeme (Verschaltung von Gattern/Verkniipfung von Basisaussagen) S = {Sl 1S5 Ny }

.S S s s s s
Dp” xDg” x..x D™ = Wp> x Wp™ x...x Wy

realisieren Abbildungen Sy -

k,, Faktoren I, Faktoren
n :1,2,..., nk|
.. . S S
Definitions- und Wertebereich Dg> und Wy

Tabelle 7: Bestandteile der materiellen und ideellen Systemwelt; sie werden als gegeben betrachtet.
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Ausgangspunkt ist die als bekannt angenommene Systemwelt. Sie bestehe aus der
Menge von Eingangskandlen P ={x,, X,, X, ...}, die hier die Stelle der Primsysteme

vertreten und nach Voraussetzung nur einen Wertebereich W;", aber keine Ein-

gangswerte und demnach auch keinen Definitionsbereich besitzen (Tabelle 7, Teil a).
Sie bestehe ferner aus einer Menge von ein- und zweistelligen Gattern, welche die Basis-
systeme verkorpern und entweder einen oder zwei Eingangswerte in jeweils einen Aus-
gangswert umwandeln (Tabelle 7, Teil b). AuBlerdem gebe es eine aus Gattern aufge-
baute Menge von komplexen Systemen, die eine beliebige Menge von Eingangswerten
in eine beliebige Menge von Ausgangswerten umwandeln (Tabelle 7, Teil b).

Im Gegensatz zur Systemwelt ist die logische Welt eine reine Zeichensache. Hier wird
mit Variablen operiert, die nicht fiir Systeme, sondern fiir definierte Werte stehen.
Woher diese Werte stammen, dafiir interessiert man sich in der Logik nicht; damit
entfillt dort die Ebene a aus Tabelle 7. Die beiden anderen Ebenen der Systemwelt
haben dagegen in der logischen Welt eine direkte Entsprechung (Tabelle 8).

le{zl’zZP--vznh}
~: Dy => W n=12,..,n,
]D)Bﬂl und VVRJl

T, =@y, @y @y}

bu. einstellige Junktoren

realisieren Abbildungen .
Definitions- und Wertebereich

ba. zweistellige Junktoren

realisieren Abbildungen ®,: ]D)BJZ X HDBJZ = WBJZ n=1,2, - np
]D)RJZ und WBJZ

Az{ai,az,...,ankl}

Definitions- und Wertebereich

¢. Logische Ausdriicke

D7 x D% X xDy® = W° x W ° x..x W °

realisieren Abbildungen a, .

k, Faktoren I, Faktoren
n=12,.n,
.- . S S
Definitions- und Wertebereich Dg” und Wy

Tabelle 8: Darstellungsmittel in der logischen Welt.
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Das Darstellungsproblem 16sen heiBt, fiir eine konkrete Anwendung einen geeigne-
ten logische Formalismus finden. Ein Formalismus ist geeignet, wenn die Beziehungen
zwischen den Systemen den Beziehungen zwischen den Zeichen entsprechen.?? Dies
geschieht in mehreren Schritten, die im folgenden beschrieben und, parallel dazu,
zundchst am Beispiel von elektrischen Gattern erldutert werden (Tabelle 9).

a. Primsysteme (Eingangskanile) P’ ={X,, X,, X3, ...}

W," ={an, aus}

G, ={f}

f, D% = W,®

D, = W, ={an, aus}

G, ={9,,9,}

9, D% x D% = W% n=12
D,% = W,%? ={an, aus}

Wertebereich

b1. einstelliges Basissystem (Gatter)
realisieren Abbildungen
Definitions- und Wertebereich

ba. zweistellige Basissysteme (Gatter)
realisieren Abbildungen
Definitions- und Wertebereich

¢. &I Systeme (Verschaltung von Gattern) S ={S,S,,...,Ny}, N=12,...,n,

realisieren Abbildungen S, : ID)BS x ]]])BS X ... X ]D)BS = WBS x WBS X ... X WBS

k, Faktoren I, Faktoren

D.° = W,® ={an, aus}

Definitions- und Wertebereich

Tabelle 9: Bestandteile des Anwendungsbeispiels ,elektronische Gatter’.

23 LEIBNIZ A VI.4A, p. 916: ,Lex expressionum haec est: utex quarum rerum ideis
componitur rei exprimendae idea, ex illarum rerum characteribus componatur rei expressio.“ Ahnlich im
Dialog AVI4A,24,25.
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1. Schritt. Darstellung des Anwendungsfalls mit den Sprachmitteln der Systemwelt

Gegeben seien als Basissysteme das einstellige Gatter / sowie die beiden zweistelli-
gen Gatter g; und gz in ausreichend grofer Stiickzahl. AuBerdem gebe es noch hinrei-
chend viele Eingangskanile, welche die Gatter mit Werte versorgen. Definitions- und
Wertebereich seien fiir alle Systeme gleich; sie sollen die beiden Werte ,an’ und ,aus’
umfassen. Das einstellige Gatter konnte physikalisch durch einen Schalter realisiert
werden, fiir die beiden zweistelligen Gatter kimen eine Reihen- bzw. Parallelschaltung
von zwei Schaltern infrage. Diese Gatter sollen in beliebiger Weise miteinander ver-
schaltet werden konnen; jede Verschaltung liefert ein 47- System mit einer bestimmten
Anzahl von Ein- und Ausginge (s. Tabelle 9).

Im letzten Erfassungsschritt gilt es, Wertetabellen fiir die Abbildungen £, g; und g>
aufzustellen; das erfolgt experimentell, indem ermittelt wird, bei welchen Eingangs-
werten sich welcher Ausgangswert ergibt. Fiir die ein- bzw. zweistelligen Abbildungen
gibt es nur die in der Tabelle 10 angefiihrte Anzahl von Moglichkeiten.

Wertetabellen des einstelligen Gatters 7.
Eingangswert  Ausgangswert
an aus
aus an

Wertetabellen der zweistelligen Gatter g7 und gz
Eingangswerte ~ Ausgangswert

&1 &
an an an an
an aus aus an

aus an aus an
aus aus aus aus

Tabelle 10: Sprachliche Erfassung der Fakten aus der Gatterwelt. Charakterisierung der Gatter durch
Wertetabellen. Da sie festliegen, muss der Formalismus so gewéhlt werden, dass er diese empirische Fak-
ten wiedergibt.

2. Schritt. Wahl des logischen Formalismus

Die Wahl des logischen Formalismus orientiert sich daran, welche Wertigkeit die
Ein- und Ausgangskanile der Systeme haben. Die Gatter wurden als zweiwertig einge-
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fiihrt, folglich muss der Formalismus ebenfalls zweiwertig sein; wir wihlen daher als
Darstellungsmittel die zweiwertige Junktorenlogik.

3. Schritt. Umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Werten aus dem empiri-
schen und dem logischen Wertebereich

Fiir das Schalterbeispiel gibt es zwei gleichwertige Zuordnungsmoglichkeiten:
(a) an=w, aus=w,,

(b) an=w, aus=w,.

4. Schritt. Umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den empirischen Prozessen und
den logischen Operationen.

Bei Zweiwertigkeit gibt es genau vier einstellige und 16 zweistellige Junktoren, d.h.
fir die in Tabelle 10 angegebenen Wertetabellen muss es Junktoren geben; es kommt
also jetzt nur noch darauf an, die richtigen unter den vier bzw. 16 moglichen auszu-
wihlen. Aus dem Vergleich der Wertetabellen in Tabelle 10 und denen der Junktoren-
logik ergibt sich dann:

f_\
1~ 1

0, =A, ¢, =V fiir Wahl(a)

0, =V, 0, =~ fiir Wahl(b).

3. Schritt. Nachweis der Strukturdquivalenz

Die Junktoren wurden gerade so gewihlt, dass sie sich als strukturdquivalent zu den
Gattern erweisen; hier wurde also die Strukturdquivalenz durch eine geeignete Wahl
der Darstellungsmittel gesichert. Daraus folgt allerdings noch nicht die Strukturiqui-
valenz fiir beliebige Gatterverschaltung. Erst wenn auch hierfiir der Nachweis vorliegt,
ist der Darstellungsvorgang fiir das Anwendungsbeispiel abgeschlossen, und wir diir-
fen annehmen, dass sich mit dem in Tabelle 11 charakterisierten Formalismus die Gat-
terwelt eindeutig beschreiben ldsst, d.h. insbesondere: Alle aus dem Formalismus ab-
leitbaren Gesetze sind zugleich auch empirische Gesetze iiber die Gatter.
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Variablenmenge: P={p,q,r, ..}
Wertebereich: D =W" ={w,,w,}
Menge der Junktoren: JF ={— A, v}
Wertetabelle der logischen Operationen:
P —p P q pPAq pVvq
Wi w2 Wi Wi Wi Wi
w2 Wi Wi W2 w2 Wi
w2 Wi w2 Wi
w2 W2 w2 W2

Tabelle 11: Junktorenlogischer Formalismus fiir elektrische Gatter.

a. Primsysteme (Primaussagen) P={x, X,, X5, ...}
Wertebereich WBP ={wahr, falsch}
b1. einstelliges Basissystem (Junktor) G, ={f}

foD% = W%

D% = W,% ={wahr, falsch}

realisieren Abbildungen

Definitions- und Wertebereich
ba. zweistellige Basissysteme (Junktoren) G, ={0,,0,,0,}
9,: D% xD,% = W,% n=12,3
D% = W, % ={wahr, falsch}

realisieren Abbildungen

Definitions- und Wertebereich
¢. &/ Systeme (Verschaltung von Junktoren) S ={S,S,,...,Ng}, N=12,...,n,

realisieren Abbildungen S, : DBS X ID)BS X ... X ID)]BS = WBS x WBS X ... X WBS

k, Faktoren I, Faktoren

D.° = W,* ={wahr, falsch}

Definitions- und Wertebereich

Tabelle 12: Bestandteile eines Anwendungsbeispiels aus dem Bereich der ideellen Systeme.
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Die gleichen Darstellungsschritte sind auch fiir die ideellen Systeme erforderlich. So
konnte sich fiir solch ein System in Schritt 1 die in Tabelle 12 gezeigte sprachliche
Darstellung ergeben haben. Statt Eingangskanile haben wir jetzt Primaussagen, statt
Gatter Junktoren und die Werte heiflen nicht mehr ,an’ und ,aus’, sondern ,wahr’ und
Jfalsch’; auBerdem konnen andere ebenfalls durch Wertetabellen représentierte Funk-
tionen auftreten (Tabelle 13).

Wertetabellen des einstelligen Gatters £
Eingangswert ~ Ausgangswert
wahr falsch
falsch wahr

Wertetabellen der zweistelligen Gatter g; und go.
Eingangswerte  Ausgangswert

&1 2 23

wahr wahr falsch ~ wahr falsch
wahr falsch wahr  falsch ~ wahr
falsch wahr wahr wahr  wahr

falsch falsch falsch ~ wahr wahr

Tabelle 13: Wertetabellen fiir ein Anwendungsbeispiel aus der Aussagenwelt.

Da es sich um ein zweiwertiges Problem handelt, wird man in Schritt 2 wiederum als
Basis die zweiwertige Aussagenlogik wéhlen und in Schritt 3 etwa die Zuordnung

wahr =w, falsch=w,,

treffen. In Schritt 4 gilt es diejenigen Junktoren zu identifizieren, welche die Werteta-
bellen der Funktionen erfiillen. Es zeigt sich, dass sich die in Tabelle 13 charakterisier-
ten Funktionen durch

f, =
g,=Y, g,=-, g. =",

also durch Negation, exklusives Oder, Implikation und SHEFFER Strich beschrieben
werden konnen. Im Schritt 5 ist dann noch die Strukturidquivalenz nachzuweisen.

35

Arithmetische Darstellung der Formalen Logik: I. Begriffliche Grundlagen

In der Logikliteratur wird der Interpretationsbegriff sehr uneinheitlich gebraucht,
wobei oft schon eine Belegung der Variablen als Interpretation gilt. Besonders missver-
stindlich ist die weitverbreitete Ansicht, dass bei einer Anwendung den formalsprach-
lichen Elementen der Logik eine Bedeutung zugewiesen werde miisse. Die beiden Bei-
spiele zeigen, dass es hierbei nicht blof um eine Zuweisung handelt, denn diese sichert
nicht automatisch die erforderlichen Strukturdquivalenzen (Abbildung 22). Es ist
daher nicht gleichgiiltig, wie man die logischen Elemente ,,interpretiert®, denn die
Eigenschaften der Systeme destimmen den Formalismus. Zwar diirfen die Werte belie-
big gewdihlt werden, aber dann ergeben sich die Junktoren unter anderem aus dieser
Wahl. Eine sogenannte Interpretation besteht somit aus ganz unterschiedlichen Zu-
ordnungsvorgingen.

Gedankliche
Verkniipfung der
Werte zweier "
Aussagen
Ideelle
Aussagen i Welt
Junktor

.‘r
v
> Materielle
- Welt

Abbildung 22: Abstraktions- und Darstellungsebenen bei der materiellen Verwirklichung der gedankli-
cher Verkniipfung der Werte zweier Aussagen. In der Logik (gekennzeichnet durch Junktoren) und in der
Technik (gekennzeichnet durch Gatter) wird von den Aussagen abstrahiert; betrachtet werden nur die zu
den Aussagen gehdrenden Werte. AuBlerdem gilt es zwei Darstellungsprobleme zu 16sen: Besteht iiber die
gedankliche Verkniipfung zweier Werte eine klare Vorstellung, d.h. ist fiir jedes Paar von Eingangswerten
der Ausgangswert bekannt, dann miissen die Junktoren so gewihlt werden, dass sie ebenfalls fiir die Ein-
gangswerte den zugehorigen Ausgangswert liefern. Das zweite Darstellungsproblem betrifft die technische
Realisierung der als bekannt vorausgesetzten Junktoren. Beide Probleme sind gelGst, wenn sowohl zwi-
schen den gedanklichen Verkniipfungen und den Junktoren als auch zwischen den letzteren und den Gatter
Strukturdquivalenz herrscht.
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