ARITHMETISCHE DARSTELLUNG DER FORMALEN LOGIK

Il Arithmetische Grundlagen

Peter Jaenecke

Die Restklassenarithmetik Modulo 2 wird iiber die Axiome des kommutativen Rings und iiber spezielle, die
Restklassenarithmetik charaklerisierende Axiome eingefiihrl. Aus diesen Axiomen werden elementare
Sdtze hergeleitet, mit denen sich die logischen Berechnungen erheblich vereiniachen lassen.

Ex nihilo unum omnia ducit.
Leibniz

1 Einleitung

Im ersten Teil der Arithmetischen lLogik wurden die wichtigsten logischen Grundbegrifie
eingefiihrt; sie bezogen sich aui die junkiorielle Darstellung der Logik, die dadurch
gekennzeichnet ist, dass die logischen Ausdriicke aus Aussagen besiehen, die durch Junkioren
verkniipit sind. Jeizt geht es um die Grundlagen fiir ihre arithmetische Darstellung, bei der
arithmetische Operatoren die Auigabe der Junkioren iibernehmen. Beide Darsiellungen miissen
gleichwertig sein, d.h. es muss sowohl eine Transformation als auch eine inverse Transiormation
geben, mit denen es miglich ist, von einer Darstellung in die jeweils andere zu wechseln.

Kapitel 2 behandelt den Ubergang von der junkloriellen zur arithmelischen Darstellung auf der
Basis der Wahrheitswertetabellen (Tabelle 1.4): Zunichst wird die Restklassenarithmetik Modulo
2, kurz RK; — Arithmetik, eingefiihrt und anschliefend gezeigt, dass jeder Junkior eineindeutig
einem in dieser Arithmetik definierten ZEGALKIN Polynom zugeordnet werden kann; dieses
Polynom ist die gesuchte arithmetische Darstellung des Junkiors. Die Eineindeutigkeit ist zugleich
der Beweis, dass junktorielle und arithmetische Darstellung strukturgleich sind.

In Kapitel 3 geht es darum, den arithmelischen Ausdruck fiir einen Junklor zu berechnen:
Gegeben ist seine Wahrheitswertetabelle, gesucht ist sein ZEGALKIN Polynom. Die Berechnung
erfolgl iiber einen Koeffizientenvergleich; dieser liefert ein Gleichungssystem und dessen
Lisungen ergeben die Koeffizienten des TEGALKIN Polynoms. Mit der gleichen Methode lassen sich
Junkioren ineinander umrechnen.

Die Aussagenlogik ist hochredundant, inshesondere gibt es zu einem logischen Ausdruck
unendlich viele andere logische Ausdriicke, die mil ihm &quivalent sind. In Kapitel 4 geht es
daher um die Frage, wie man am beslen einen logischen Ausdruck vereinfachen kann. Gegeben
sei also ein junklorenlogischer Ausdruck Z, gesucht ist ein junklorenlogischer Ausdruck Zs so,
dass

(a) Inhalt(Zy) = Inhalt (Z) und
(b) Z2 ist einfacher als Z;

gilt. Hintergrund solch einer Vereinfachung ist die Frage, ob es sich bei einem gegebener
Ausdruck um eine Tautologie, um eine Kontradiktion oder um einen neutralen Ausdruck handelt.
Bei einer Tautologie ist Z» = wahr, bei einer Koniradiktion ist Zz = falsch. In diesen beiden
Fillen ist es offensichtlich, dass Z; nicht mehr weiter vereinfacht werden kann. Bei einem
neutralen Ausdruck legen wir bei der Relation ,einfacher als’ ein intuitives Verstindnis von
Einfachheit zugrunde.

Hauptanwendungsgebiet der Vereinfachung ist die Optimierung einer elekironischen
Schaltung. Bekanntlich muss jedes Programm in einen aussagenlogischen Ausdruck umgewandelt
werden, damit es auf einer digitalen Recheneinheit ausgefiihrl werden kann. Solche Ausdriicke
konnen mehrere Tausend Junkioren enthalten; sie kimnen also sehr umfangreich sein, und
deshalb ist es zur Verringerung des Rechenaufwandes von grofiem Interesse, sie moglichst klein
7u halten. In Kapitel 5 werden zunichst die herkommlichen, auf Normalformen aufhauenden
Vereiniachungsverfahren beschreiben und mit der arithmetischen Vereinfachungsmethode
vergleichen.
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2 Restklassenarithmetik Modulo 2 (RK,-Arithmetik)
Die RKy-Arithmetik bildet den kommutativen Ring
k=<{0, 1}, +, - >,

dessen Axiome zundchst angegeben werden. Aus diesen Axiomen leilen wir dann anschlieBend
einige elementare Silze ab, die wir im Verlauf der Untersuchungen zur Vereinfachung der
Berechnungen  verwenden werden. Danach fiihren wir Restklassenausdriicke und
Restklassenfunktionen ein und leiten den Fundamentalsatz iiber Restklassengleichungen her.

2.1 Axiome der RK>-Arithmetik

Die Axiome der RKy-Arithmetik wurden in Tabelle 1 zusammengestellt.!

Es gelte fiir alle a, b, ¢, e, e; € U:

Ringaxiome:
ki a+b=b+a (kommutatives Geselz der Addition)
k @+b)+c=a+(b+c) (assoziatives Geselz der Addition)
B at+e=a (neutrales Element der Addition)
b a-b=b-a (kommutatives Gesetz der Multiplikation)
B (@-b)y-¢c=a-(b-c) (assoziatives Geselz der Multiplikation)
kg a-(b+c)=a-b+a-c (distributives Geselz)
Ry a-e1=a (neutrales Element der Multiplikation)

Spezielle Axiome der RK;-Arithmetik:
Re a+ta=0
R a-a=a

(Restklassenaddition Modulo 2)
(Idempotenz)

Tabelle 1: Axiome der RKo-Arithmetik.

LS. auch BERNSTEIN (1936): Postulates for Boolean algebra, p. 318.
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Diese wenigen Axiome bilden das Fundament fiir die gesamte formale Aussagenlogik. Die Axiome
Ri — R definieren die allgemeinen Eigenschaften der Operationen '+' und ' - '. Die folgenden

zwei Axiome R+ und R. belrefien die RKo-Arithmelik. U ist der Definilionsbereich der Axiome.

Uber die Axiome R+ und R. erhalten die Operationen '+' und '-' musitzliche, die RK»-
Arithmetik charakterisierende Eigenschaften.

Neben den Operationen '+' und ' - ' kommt in den Axiomen noch das Gleichheitszeichen vor,
dessen Handhabung durch die in Tabelle 2 angegebenen Erseizungsregeln fesigelegt wird. Von
diesen Regeln werden wir im Folgenden Gebrauch machen, ohne besonders darauf hinzuweisen.

() A=y T (X1, Xg5000.%p)

() Ty X X) =Ty X %)
OT,(Xs X500y X,) =0T, (X, X5,..., X;,) - 0 inhalisneutrale Operation

E) y=xX v T Xy ooy Xy X,) =T (X, X ey Yieony X))
(61) A ~ x=x, A istdas leere Zeichen
G)z=yy=z

Tabelle 2: Liste R= von allgemeinen Rechenregeln fiir gleichheitshewahrende Umiormungen. Es
handelt sich um die Einfiihrung einer Abkiirzung (A), um die operationale Erweilerung einer
Gleichung (F), um die Erseizung gleicher Ausdriicke (E) sowie um zwei Regeln (Gi, G2) fiir die

Gleichheilsrelation. Das Zeichen A /™ B’ bedeutel A ist erselzbar durch B’.

Regel (A) besagt lediglich, es diirfen Abkiirzungen eingefiihrt werden, und die Kurziorm ist per
Definition mit der Langform gleichbedeutend.

Regel (F) sagl aus, dass die Gleichheit erhalten bleibl, wenn man auf beiden Seiten die gleiche
inhalisneutrale Operation o ausfiihrt. Ob eine Operation inhalisneutral ist, muss von Fall zu Fall
gepriift werden. Inhaltsverindernd sind alle sinnlosen Operationen, denn sie fiihren Unsinn in die
Berechnungen ein. So ist es z.B. unzulissig, beide Seiten einer Gleichung durch Null zu
dividieren; auch eine Division durch (x — 1) kann unzulissig sein, wenn der Fall x = 1 miglich
ist. flat man bisher nur mit reellen Zahlen gerechnet, so darf man auf beiden Seiten einer
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Gleichung die Wurzel ziehen. Reelle Zahlen kinnen aber auch negativ sein, und die Wurzel aus
einer negativen Zahl ergibt eine aus dem Bereich der reellen Zahlen herausfiihrende imaginire
Zahl. Das kann gewollt sein, es kann sich aber auch um eine unzulissige Inhaltserweiterung
handeln.

Regel (E) bezieht sich auf die von LEIBNIZ stammende Ersetzbarkeit und besagl: kommt
irgendwo in einem Term T ein X; vor und gilt auferdem X; =Yy ., dann darf iiberall in dem

Term T das x; durchy ersetzt werden. Hier sichert die Gleichheit von X; und y die logische
Synonymitdt von T (...,X;,...) und T (...,y,...).

Die Regeln Gy und G2 entsprechen den ersten beiden Axiomen fiir die Gleichheitsrelation; sie
wurden aber hier als Ersetzungsregeln dargestellt. G driickt die Identitil aus, sie hal hier die
Funktion einer Startregel fiir eine Gleichung. G2 besagl, dass die Gleichheitsrelation kommutativ
ist. Im Allgemeinen wird als drittes Axiom noch die Transitivitit

a=b Ab=c > a=c

angegeben, doch sie ist hier nur ein Theorem, das unmittelbar aus der Ersetzungsregel (E) folgL.

Iwischen den als wahr vorausgesetzten Axiomen und ihrem Definitionsbereich U besteht ein

,JDualismus™: Entweder man wihlt einen bestimmien Definitionsbereich, dann ist man nicht mehr
frei in der Wahl der Axiome, oder man legt, wie im vorliegenden Fall, die Axiome fest, dann wird
durch sie ihr Definitionsbereich eingeschrinki. Es gilt der folgende

Satz:

Wenn die Axiome der RKo-Arithmetik als wahr vorausgesetzt werden, dann ist ihr
Definitionsbereich gegeben durch

(1) U= {eo, er}.
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Vereinfachier Beweis:
Der vereinfachte Beweis erfolgl in zwei Schritten:

(2) Es ist zu zeigen, dass die im Axiomensystem der RK:-Arithmetik charakierisierten

Operationen nicht aus dem Definitionsbereich U herausfallen.

(b) Es ist zu zeigen, dass ein Definitionsbereich mit mehr als zwei Elementen nicht mit dem
Axiomensystem der RKy-Arithmetik zu vereinbaren isL.

Beweis von (a):

(i) a + b fiihrt nicht zu Werten, die auSerhalb von U = {ey, e/} liegen:

a="b fiihrt wegen R+ aufa +a =e, a € U;

a# b fiihrt auf e; + eg oder ey + ey; beides ergibi nach R3 und Ry den Wert e;.

(i) a - b fiihrt nicht zu Werten, die auBerhalb von U = {es. e} liegen:

a="b fiihrt wegen R. aufa - a =a, a € U;

a=b fiihrt aufi e; - ey oder ey + ey; beides ergibt nach R und Ry den Wert e.
Addition und Multiplikation der Elemente aus U ergeben wieder Elemente aus U. [

Beweis von (b):

Der Definitionsbereich enthalte die drei unterschiedlichen Elemente {eq, es, e2}. Welche Werte
kann dann die Summe ; + e annehmen?

(i) er + es = ea Also gilt auch e; + (e2 + e2) = (e2 + e2) und wegen R+ gilt
auBerdem e; +ey = ey, im Widerspruch zu Rs.
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(i) er + e2 = ep. Also gilt auch ez + (e1 + 1) = (er + e) und wegen R+ gilt
auBerdem ey +ey = ey, im Widerspruch zu R, es sei denn ez = eg; das steht aber im
Widerspruch zur Annahme.

(i) er + e2 = ep. Also gilt auch e) + (e2 + e2) = e9 + e2 und wegen R+ gill
auBerdem e; + ey = ey + ey, im Widerspruch zu R3, es sei denn e; = ey; das steht
aber im Widerspruch zur Annahme.

Ein dreielementiger Definitionsbereich ist nicht mit den Axiomen vereinbar. Enisprechendes
gilt fiir einen Definitionsbereich mit mehr als drei Elementen, denn dieser Fall lisst sich durch
2" = es+ e3+ ... auf den dreielementigen zuriickiiihren. [

Die RKs-Arithmelik lisst sich somil als mathematische Struktur
S=<U,+,=>

darstellen, wobei die Arithmetikaxiome von Tabelle 1 die beiden Operationen '+' und ' - ' und
die Ersetzungsregeln aus Tabelle 2 die Gleichheitsrelation charakierisieren.

Welche Werte fiir die Symbole ey und e; stehen sollen, dariiber sagen die Axiome nichts aus;
ep wird auch als Nullelement’” und e; als .Finselement’ bezeichnet. Ohne die Allgemeinheit
einzuschriinken, wihlen wir daher ey = 0 und e9 = 1, d.h. wir legen im Folgenden fiir die RK>-
Arithmetik den Definitionsbereich

(2 U={n

zugrunde.

Durch diese Wahl beschreiben die obigen Axiome in exakier Weise veriraute arithmetische
Operationen, denn es gelten auch in der RKy-Arithmetik alle aus der Schulmathematik bekannten
arithmetischen Rechenregeln mit Ausnahme derjenigen, die sich aus den Axiomen R+ und R.
ergeben; diese tragen allerdings in erheblichem MaB zur Vereinfachung der Berechnungen bei.

Arithmetische Darstellung der formalen Logik: II. Arithmetische Grundlagen

Dies zeigl sich bereits bei den elementaren, in Tabelle 3 zusammengestellten, aus den Axiomen
der Restklassenarithmelik abgeleiteten Sitzen, die wir — ohne es eigens zu erwihnen — bei
unseren Berechnungen zugrundelegen. Die Silze RS; — RS; kommen hiufig bei Umformungen
zum Einsatz, wihrend die Sitze RS; und RS als elementare Schlussiolgerungen angesehen
werden konnen.

Es gelte fiir alle a, b, ¢ € U die Sitze:

RSi wennx + a = b, dann x = a + b und umgekehrt
RS, a-0=0

RSs a-(@+1)=0

RSy a-(b+a-c)=a-(b+¢)

IS; ausa-b =1 folgla =lundb =1

RSy ausa+b+a-b =0folgla =0undb =0

Tabelle 3: Elementare Siitze der RK2>-Arithmetik.

Salz RSy betrifit das Umformen von Gleichungen; er besagl in umgangssprachlicher Fassung:
man darf eine additiv verkniipite Grofie von einer Seite der Gleichung auf die andere bringen. Ein
Vorzeichenwechsel, wie man es sonsl in der Arithmelik gewohnl isl, erfolgt nicht, denn es gibl
keine negativen Zahlen:?

x+a=0b,

x+a+a=a+b (Addition mit a),
x+0=a+b (R+).
x=a+b (RSy).

Eine entsprechende Umiormungsmiglichkeit fiir eine multiplikative Verkniipfung gibt es nichL.

2 JEGALKIN (1927): Uber die Technik der Berechnung von Siitzen in der symbolischen Logik, p. 13.
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RS2 behauptet @ - 0 = 0; dies folgt aus der Beweiskelte

a-0=a-@tag = (R
=a-ata-a= (B
=ata = (k)
=0 (R+).

RS ist, wie wir spiter sehen werden, das arithmetische Gegenstiick zum sogenannten Salz des
ausgeschlossenen Widerspruchs.

Den Satz RS, a-(b—+a-¢)=a-(b—+c). kinnte man als Ausklammerungsregel bezeichnen.?

Er erweist sich als sehr hilfreich zur Vereinfachung von Ausdriicken, denn er besagl: man darf im
Inneren einer Klammer jeden Faklor streichen, wenn er schon als Faktor vor der Klammer
vorkommt, und zwar unabhingig davon, welche Faktoren bei den anderen Ausdriicken in der
Klammer stehen; insbesondere gilt

a-(b+a)y=a-(b+1.
Er lisst sich durch die folgende Beweiskelte beweisen:
a-(b+a-c)=
=a-b+a-a-c= (k)
=a-(b+c) (R-, Rq).
Die Axiome R+ und R. sowie die Siize RS; — RS, vereinfachen die Berechnungen erheblich; wir
werden ausfiihrlich von ihnen Gebrauch machen.

Beweis von RS;: Sei @ # b, alsoa = b + 1 und somit (b + 1) -b =1, im Widerspruch zu
RSs; also muss @ = b gellen, d.h. @ = b =1 wegen der Idempotenz R..

Es bleibt der Beweis fiir RSs. Mulliplizierl man @ + b + a-b = 0 mil a durch ergibt sich
wegen R:a +a-b+a-b =0,alsoa = 0. Enisprechend erhilt man b = 0, wenn man mit b
durchmultipliziert.

3 Der Satz findel sich bereils bei ZEGALKIN (1927): Uber die Technik der Berechnung von Sitzen in der symbolischen
Logik, p. 121.
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2.2 Restklassenausdriicke und -funktionen

Nicht jede Kombination arithmetischer Zeichen ist sinnvoll, d.h. stellt einen korrekien
arithmetischen Ausdruck dar. Die Menge der wohlformulierten arithmetischen Ausdriicke wird
meist umgangssprachlich durch eine induktive Definition fesigelegl. Die Menge bildel eine
formale Sprache: Gestiilzt auf die Vokabulare

V={a,a,,.., a,}
J={+1}
animezamm ={(, )»L1{ }}
lisst sich daher die induklive Definition unmittelbar in die regulire Grammatik
GRK =< VNi(htterm'nale’ VTerm'naIe’ S’R >
iiberiragen, wobei
Viicttterminale = {5,2}.
Viaminae = ¥ YU Vietriste zichen

S € Viisttermingle 181 das Startsymbol und steht fiir logischer Ausdruck’

R ist die Regelmenge

(1) S=a aeV,

2) S=7Z,

(3a—3c) Z=(2)|[Z]|{Z}

(da —4b) I=a®Z|Z®;g aeV, ® el
() Z=a geV

Beispiel: Es ist der Ausdruck a,-(a, +a;) aus Gm zu erzeugen. Fiir diesen Fall ist

V={a,a,,3}. J={+F und Vigriere zecren = {(: ), [, 1} - Im Folgenden werden die
Herleitungsschritte angegeben; links erscheint jeweils die Nummer der verwendeten Regel:
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) z
() a-(2)
() a-(a+2)
() 8- (8, +8)-
Line Zeichenkette ist danach genau dann ein arithmetischer Ausdruck, wenn sie beziiglich der

reguliren Grammatik Ggx grammatisch korrekt ist; ob dies zutrifft, kann man daher fiir jede
Ieichenkette stets in endlich vielen Schritten entscheiden.

Restklassenfunktionen fiihren wir — dem bekannten mathematischen Vorbild folgend — iiber
arithmetische Ausdriicke ein:

Definition: k — stellige Restklassenfunktion

Eine k — stellige Restklassenfunktion f mit k = 1, 2, ..., dem Definitionsbereich I und
dem  Werlebereich U  ist eine  Vorschrift, die jedem &k -Tupel
(X1, X5, oy X ) € DxDx..x D einen Wert we U zuordnet. Die
—_——
k— faches kartesisches Produkt

Zuordnungsvorschriften werden durch Restklassenausdriicke beschrieben.

Fiir die Restklassenfunktionen iibernehmen wir die in der Mathematik iibliche Schreibweise und
schreiben z.B.

f(@ab.e)=(a+Db)-c.
Wir lassen eine beliebige endliche Anzahl von unabhingigen Variablen zu. Da Definitions- und

Wertebereich endlich sind, Lisst sich jede Restklassenfunklion eindeutig durch eine Wertelabelle
charakterisieren.
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2.3 Fundamenlalsatz iiber Restklassengleichungen
Unter einer Restklassengleichung (RK-Gleichung) verstehen wir eine implizit definierte Funktion:
Definition: Restklassengleichung

Sei f eine k — stellige Restklassenfunktion, dann ist f implizit definiert durch die Gleichung

§(X,. Xy, X, ) =W, WObEI X,.X,....X, €D",weU;w ist eine Konstante.

RK-Gleichungen kann man entweder vereinfachen oder lisen. Dabei spielen die Rechenregeln von
Tabelle 2 eine grofe Rolle. Sie sind so definierl, dass sie bei ihrer Verwendung die Gleichheit
bewahren. Aber Gleichungen besilzen auch eine Lisungsmenge; man muss daher untersuchen, ob
sie auch die Losungsmenge unverindert lassen. Das ist im Allgemeinen nicht der Fall:

Saiz iiber die Erhaliung der Losungsmenge

Eine Ersetzungsregel Lisst die Losungsmenge unverindert, wenn die Erseizung riickgingig
gemacht werden kann.

Wenn die Ersetzungsregel riickgingic gemacht werden kann, dann kann dies an irgendeiner
Stelle geschehen, spitestens also in der Losungsmenge selbst.

Die Regeln (A), (E), (61) und (G2) haben, wie sich leicht zeigen lisst, keinen Einfluss auf die
Losungsmenge. Die Regel (F) kann sie jedoch verdndern: das ist bereits aus der herkommlichen
Arithmetik bekannt. So bleibt z.B. die Gleichheit erhalien, wenn man beide Seiten einer Gleichung
quadriert; man kann dies auch wieder riickgingig machen, allerdings nur auf Kosten von
Vorzeichenproblemen.
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Fine Verinderung der Losungsmenge ist auch in der RK-Arithmetik bei Anwendung der Regel
(F) zu erwarten. Ausgangspunki sind die beiden Operatoren

(3) {T(X). Xy s e X, ) 2 T(X) Xy s X, )0}

dabei ist T ein beliebiger n-stelliger logischer an eine arithmetische Operation gekoppelter
Ausdruck; durch diese Kopplung wird der Ausdruck zu einem Operator. Gegeben seien ferner
zwei beliebige logische Ausdriicke T; und T5; es gelte T, =T, ; dann ergibt sich fiir

T(X;, Xy, s X, )+ -
T(X) Xy, e X, ) (X Xy s oo X, ) =T(X0 X0 o, X, ) F (X0 Xy s X))
wiederholl man diese Operation, erhilt man
(T+T)+1, =(T+T)+T, bzw.
e, +1=e¢,+1,,
und daraus folgt wegen Rs wieder die Ausgangsgleichung T, =T, . Die erste Operation aus der

Menge ( 3) veriindert die Losungsmenge nicht. Das ist ein sehr wichtiges Ergebnis, denn nur mit
Hilie dieser Operation ist es mdglich, einen Term von der einen Seite einer Gleichung aui die
andere zu bringen.

Mit Vorsicht hingegen ist die zweite Operation, das Durchmultiplizieren einer Gleichung mit
einem Term, zu gebrauchen, denn das Durchmultiplizieren Iisst sich nicht riickgingig machen.
Sie fiihrt zwar wiederum auf eine Gleichung, und, da man mit beliebig vielen Termen
durchmultiplizieren kann, lassen sich aus einer Gleichung beliebig viele neue Gleichungen
erzeugen. Da man dabei aber nichts Neues gewinnt, macht das Durchmultiplizieren nur dann
Sinn, wenn man dadurch Terme gewinnt, die man in Gleichungen einseizen und sie dadurch
vereinfachen kann.

Wihrend in der herkommlichen Arithmetik das Durchmultiplizieren im Allgemeinen zu
komplizierteren Ausdriicken fiihrt, verhindern bei Restklassengleichungen die Idempotenz (Axiom
R.) und die Addition Modulo 2 (Axiom R+) nicht nur die Zunahme an Komplexitil, sondern
bewirkt oft auch ihre Vereinfachung. Multipliziert man z.B. (x + xy) mit y durch, so erhilt man
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(. Bei Restklassengleichungen ist also Durchmultiplizieren durchaus sinnvoll; mehr noch: es ist,
wie wir sehen werden, ein hochwirksames Beweisinstrument. Dass man allerdings dabei
behutsam umgehen muss, zeigt die folgende Behauptung:

Wenna + b = 1 gilt, dann gilt aucha - b =10.

Multipliziert man a + b = 1 mit a oder mit b durch, so ergibt sich mit Axiom R. unmitielbar die
Behauptung. Aber die giiltige Gleichung a - b = 0 ist inhaltlich nicht gleichwertig mil der
Ausgangsgleichung a + b = 1, denn sie [isst auch die ungiiltige Lisung a = b = 0 zu. Das ist
ein wichtiges Ergebnis: Das Durchmultiplizieren liefert zwar eine zulissige Gleichung, die z.B. an
irgendeiner Stelle in einem Gleichungssystem eingesetzt werden darf, aber sie erselzt nicht die
Gleichung, welche durchmultipliziert wurde; diese darf nicht weggelassen werden. Sei z.B.

x+xy=1.
Mit y durchmultipliziert, ergibt unmittelbar y = 0. Damit erhalten wir zwar eine Lisung der
Gleichung, aber es geht durch das Durchmultiplikation die Information iiber x verloren.
Allerdings darf man, da beim Durchmultiplizieren die Gleichheit erhalten bleibt, die gewonnene
Losung in die Ausgangsgleichung einseizen; das fiihrt dann auf die Losung x = 1. Das Ergebnis
fassen wir zusammen in dem

Fundamentalsatz fiir Restklassengleichungen

Gegeben seien beliebige Restklassenfunkiionen gj, @, ..., gn sowie eine Menge von m k—
Tupeln D F =%, %, X, ) o (X," X" X, ™) b DF . dabei st DX der
Definitionshereich einer  Ausgangsfunktion f und ID)mk die  Losungsmenge der
Ausgangsgleichung §(x,.x,....x,)=w, We U, d.h. fir alle (x,.x,,...x,)eD," gelte

diese Gleichung. Dann besitzt das Gleichungssystem
§(X], Xy X ) =W

g -H(X Xy Xy ) =W g

£y H(X) Xy oo X ) = W0 €y

g, (X Xy, Xy ) =W+ 8,
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ebenfalls die Lisungsmenge D " .
Der Fundamentalsatz ldsst sich unmittelbar auf ein System von Ausgangsgleichungen erweitern.

Beweis:

(a) Sei w = 1. Dann gilt fiir alle Lisungen aus der Lisungsmenge D _*: & =w g; (i=1,2.

«., 1); diese Gleichung ist erfiillt fiir alle Elemente aus dem Definitionsbereich ¥, d.h. das
Durchmulliplizieren der Funktionen g; erweilerl zunichst die Lisungsmenge. Da jedoch fiir alle

Elemente D*\ID_* die Gleichung §(x,.x,....x,)=0 gill, wird die erweiterle Lisungsmenge

wieder auf die urspriingliche eingeschrinkt. (b) Ein entsprechendes Ergebnis erhdlt man fiir w
=0.

Der Fundamentlalsalz besagl, dass es zusilzlich zur Ausgangsgleichung weitere Gleichungen
gibt, die sich aus dem Durchmultiplizieren der Ausgangsgleichung mil irgendeinem Term
erzeugen lassen. Die zusitzlich gewonnenen Gleichungen haben den Status von Hilfsgleichungen;
sie fiihren auf keine neuen Losungen, sind aber weniger informativ als die Ausgangsgleichung.
Deswegen kinnen sie nicht die Ausgangsgleichung erselzen, aber sie kinnen dazu verwendet
werden, die Ausgangsgleichung zu vereinfachen.

Der Fundamentalsatz lisst auch zu, dass eine Gleichung, die bereits mit einem Term
durchmultipliziert wurde, mit einem weiteren durchmultipliziert werden darf. In der RK.-
Arithmetik ist die Zahl der zusitzlichen Gleichungen begrenzi, wenn man nur mit Termen
durchmultiplizierl, welche aus Variablen bestehen, die auch in der Ausgangsgleichung
vorkommen, denn dann fiihren irgendwann die beiden Axiome R+ und R. auf die Gleichung 0 =
0 oder auf die Ungleichung 0 = 1.

Arithmetische Darstellung der formalen Logik: II. Arithmetische Grundlagen

Beispiele
Beispiel 1
(%) X, +X, +X; + XXX, =1
Gleichung (1%) z.B. mit x; durchmultipliziert, ergibt
X, +X1X2 +X1X3 +X1X2X3 =X, bzw. X; Xy +X1X3 +X1X2X3 =0
Im niichsten Schrilt wird die lelzte Gleichung mit x3 durchmultipliziert; das fiihrt auf
XX, Xs + X X3 +X,X,Xy =0
und damit auf
X,X; =0 und somit auch auf x,x,x; =0.
s0 dass die Ausgangsgleichung (1) die einfache Form
") x+x,+xy =1

annimml, d.h. die beiden Gleichungen (1*) und (1*") sind inhaltsgleich, aber Gleichung (1*”) ist
einfacher als Gleichung (1%).
Beispiel 2

Reduktionssatz:

Seien x und A zwei beliebige Ausdriicke mit x # 0, A # 0 und A # 1, wenn x # I; es gelte
ferner x = Ax. Dann gilt auch A = x.
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Beweis:

Unter den genannten Vorausselzungen ist X = Ax nur dann allgemein erfiillt, wenn die
Idempotenz ins Spiel kommt, denn sie fiihrt auf die allgemeine Gleichung x = x.

Beispiel 3
Gesucht ist die Losungsmenge fiir die Ausgangsgleichung

(2% ab(l+¢)+a+b=0 bzw. fir ab+abe+a+b=0.
Durchmultiplizieren mit a fiihrt auf

(2%1) a=abe.

Setzt man dieses Ergebnis in die Gleichung (2¥) ein, so ergibt sich
2*)  b=ab,

bzw. Letzteres in Gleichung (2*) eingesetzt, a = be. Gleichung (2*)) ist eine Zusatzgleichung zu
Gleichung (2%); Gleichung (2*) ist ihre vereinfachte Form. Die Lisungsmenge lisst sich einfach
durch die Fallunterscheidung a = 0 und a = 1 ermitteln:

Fall 1: a = 0; daraus folgt be = 0.
Fall 2: a = [; daraus folgt ¢ = [ und b = 1.

Die Lisungsmenge lautet daher: IL.={(0,0.0).(0.,0.1),(0,1.0).(LL1)} .
—_

Fall 1 Fall 2
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Beispiel 4
Durchmultiplizieren kann einen Beweis merklich vereinfachen, wie der folgende Fall zeigt:

Saiz:
Wenn sowohl a(b-+1)=0 als auch b(e+1)=0 gilt, dann gilt auch a(e+1)=0.

Beweis: Multipliziert man die Gleichung b(e+1)=0 mit a durch, so erhilt man
ab(c+1)=0.Aus a(b+1)=0 folgt ab=a und somit die Behauptung.

24 IEntwicklungssatz
Sei
N =(X,.Xy, .. X} )
ein k — Tupel von Variablen (k > 1),
i(lk ) =a B(XpXg0 Xy )
eine k — stellige RKy — Funktion und
1\x,, i=12..k.
ein (k — 1) — Tupel von Variablen, bei der die Variable x;, i=12,...k fehlt; 1 =t"\x, ist ein

leeres Tupel, die Funklion §(1")=a ist eine Konstante. Dann gilt der folgende

Entwicklungssatz:

Gegeben sei eine beliebige k — stellige logische Funktion §(1*) mit k>1. Dann gibl es zwei
Tupel von Variablen, t; und to, mit

(4) B() =1, (1, \x,)+x, L (1, \ X)), 1.1, 1L i=12, k.
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Beweis

Die Funktion f kann man zerlegen in einen Anteil f;, in dem x; nicht vorkommt sowie in einen
Anteil f2*, in dem x; vorkommt. Aus f>* kann man daher x; herausziehen, so dass

B, (L)=x 5L \x).
d.h.

SO = [0\ %)+X - (1 \x)

Satz:

Sei f ein k — stelliges analytisches Geselz, d.h. es gelte §(D"*)=w, we W . Dann [isst sich
dieses Geselz ebenfalls nach einer ihren Variablen entwickeln, d.h.

K1) =1, (1, \x,) +x, B, (1, \x;)+w=0, 1.1, 1", i=12 ...k,

und es gilt
(5) L4 \x)=w, By, \x)=0, 1.1, i=L2 .. k.

Der Beweis folgt aus dem Entwicklungssatz.

Finsetzungssalz 1:

Sei f ein k — sielliges analytisches Geselz, d.h. es gelie f(1*)=w, we W und sei
g(¥,-¥y.--Y,,) €ine beliebige RK; - Funktion. Dann gilt:

£(X). Xy X, 8.X WX, ) =w, weW.,

i+l

Beweis:

10
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Nach dem Entwicklungssatz gilt  f(1")=/,(t,\x;)+X; - fy (1, \x;)+w; da  nach
Vorausselzung ein analytisches Geselz isl, gilt wegen der Beziehungen ( 5) slels
i(t")=w+x; -0+w=0 und damit auch §(1")=w+g-0+w=0.

Einselzungssalz 2:

Gegeben seien die RK - Funklionen

T X s X 8o X oo Xy ) =
=0 (X Xy e X o X oo X ) F 8y (XX e Xy Xy 5o Xy )

(X X, Xy ) U B(X; X X

) mit j.ewerj, €{lan}

es sei g(xh,xiz,...,xim)zh(x X X ).

(T "R ™
Dann gilt auch

(X Xy e Xy o Xy o X ) =X X e X X X )

Beweis:
Nach dem Entwicklungssatz gilt §(t*)="f, (1" \x,)+g-§ (1" \x;) ; daraus folgl

i(lk):il(lk' \Xi)"‘g'f(lk2 \Xi)"'h'iz(lk2 \Xi)"'h'fz(lk2 \x;)

=0

und somil die Behauptung.

In diesem Kapitel wurden die Mitlel zusammengestelll, um mit Ausdriicken und Gleichungen
aus der RKo-Arithmetik bequem rechnen zu kinnen. Um diese bequeme Rechenweise auch auf die
zweiwertige Junktorenlogik zu iibertragen, muss nun eine Verbindung zwischen dieser Logik und
der RKo-Arithmetik hergestelll werden. Dies soll im folgenden Kapitel geschehen.
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3 Arithmetische Darstellung der zweiwertigen Aussagenlogik

Die Aussagenlogik lisst sich sowohl junkioriell als auch arithmetisch darstellen. Im ersten
Abschnitt beschreiben wir die Transformationen, mit denen der Wechsel von einer Darstellung in
die andere vollzogen werden kann. Beide Darstellungen miissen inhalisgleich sein, d.h. ihre
Strukturen miissen identisch sein; wir driicken dies durch den Satz iiber Strukiuridentitit aus,
der im zweiten Abschnitt iiber die ZEGALKIN Polynome bewiesen wird, indem gezeigt wird, dass
jedem Junktor umkehrbar eindeutig ein ZEGALKIN Polynom zugeordnet werden kann. Der dritte
Abschnitt beschitigt sich mit der Aufgabe, an Hand der Wertetabellen fiir jeden Junkior das
zugehirige ZEGALKIN Polynom zu berechnen.

3.1 Transiormationen zwischen zweiwertiger Aussagenlogik und RK»-Arithmetik

Die zweiwertige Aussagenlogik ist durch den Wahrheitswertebereich WY ={w;,w,}
gekennzeichnel. Der Ausdruck 'zweiwertig' zeigt an, dass nur zwei Wahrheitswerle zugelassen

sind, und zwar wy und wa. Dariiber hinaus gibt es in der Junktorenmenge J 16 Junktoren, mit

denen bestimmte Variablen aus einer Variablenmenge [P zu einem aussagenlogischen Ausdruck

verkniipit werden konnen (Tabelle 4 a).

Variablenmenge: P={p.q.r...} P={p.q.r...}
Wertebereich der Variablen: W ={wahr, falsch} U={L0}
Menge der Junktoren/Operatoren: J={= AV, >} O={.+}

® (b)

Tabelle 4: Gegeniiberstellung von junktorieller Darstellung der zweiwerligen Aussagenlogik (a) und
RK>-Arithmetik (b).
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Die RKo-Arithmetik ist ebenfalls zweiwerlig; sie hat den Wertebereich U={1.0}. Ihre

Operationsmenge @ enthilt allerdings nur zwei Operatoren, mil denen mil den Variablen aus

einer Variablenmenge P arithmetische Ausdriicke aufgebaut werden konnen (Tabelle 4 b). Wir

werden im Folgenden stindig zwischen den beiden Darstellungen hin und her wechseln. Um die
Schreibweise zu vereinfachen, legen wir fesL:

(i) Wir fiihren fiir logische Wahrheitswerte und arithmetische Werle keine unterschiedlichen
Variablensymbole ein, da aus den Operationszeichen immer hervorgeht, welche Werte gemeint
sind, so dass keine Verwechselungsgefahr besteht. Dies wurde bereils in der Gegeniiberstellung

in Tabelle 4 beriicksichtigl; dort wurde fiir beide Darstellungen die gleiche Variablenmenge 1P

vorgesehen.

(ii) Der Ubergang von einem Ausdruck der RK»-Arithmetik zu ihrem logischen Gegenpart oder
der von einem logischen zu einem arithmetischen Ausdruck wird durch eine symmetrische,
d.h. in beide Richiungen geltende Transformationsbeziehung beschrieben, die wir durch '=7'
symbolisieren. Reprisentiert die eine Seite der Beziehung einen junkiorenlogischen Ausdruck,
dann reprisentiert die andere sein arithmetisches Gegenstiick und umgekehrt.

Strukturidentititssatz:

Iwischen der RKy-Arithmetik und der zweiwertigen Aussagenlogik besieht eine
Strukturidentitii, wenn fesigelegi wird, dass folgende, in beiden Richtungen ausfiihrbare
Transiormationen vereinbart werden:

wahr =y 1, falsch =7 0,
J={AV} =1 O={+}.

Der Strukturidentitdtssatz kann entweder iiber die junktorenlogischen Wahrheitswertetafeln und
den ZEGALKIN Polynomen oder — wie wir im IIL Teil der Arithmetischen Darstellung zeigen
werden — aus geeigneten Axiomensystemen hergeleitet werden. Wir wéhlen zunéichst den
Beweisweg iiber die ZEGALKIN Polynome.
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3.2 Beweis des Strukturidentititssatzes iiber die ZEGALKIN Polynome

Jede Funkiion in der RK»-Arithmetik ldsst sich algebraisch nach einem Polynom entwickeln, das
auch als 'ZEGALKIN Polynom' bezeichnet wird.! Das ZEGALKIN Polynom fiir mweistellige
Funktionen lautet

() i(p.q:0,.0,.00.0;) =) +a,p+ 0,4+ @;pq.  P.q.0,.0,.0,.0; €{0.1} .

Hihere Potenzen entiallen, weil die Restklassenmultiplikation idempotent ist (Axiom R).

Die vier Koeffizienten kann man sich als eine vierstellige Biniirzahl geschrieben denken. Es gibt
genau 16 Biniirzahlen 0000, 0001, ..., 1111 und folglich 16 verschiedene Koeffizientensitze fiir
ein zweistelliges TEGALKIN Polynom. Jeder Koeffizientensatz definiert genau ein ZEGALKIN
Polynom; es gibt somit genau 16 unterschiedliche zweistellige ZEGALKIN Polynome. Andererseis
gibt es auch genau 16 verschiedene Junkioren. Folglich lisst sich jeder viersielligen Binéirzahl
umkehrbar eindeutig ein TEGALKIN Polynom und jedem TEGALKIN Polynom umkehrbar eindeutig
ein Junktor der zweiwerligen Aussagenlogik zuordnen.

Damit wurde der Strukiuridentititssaiz bewiesen: Fiir alle 16 Junkioren der zweistelligen
Aussagenlogik lassen sich umkehrbar eindeutig arithmetische Ausdriicke angeben. Im niichsten
Abschnitt wird berechnet, welcher Junktor zu welchem ZEGALKIN Polynom gehirt.

3.3 Berechnung der ZEGALKIN Polynome aus den Werlelabellen der Junkloren

Im Folgenden gehen wir davon aus, dass ein Junklor durch seine als bekannt vorausgesetzie
Wahrheitswertetafel definiert ist. Sein arithmelisches Gegenstiick sei das ZEGALKIN Polynom

(7) i(p.q:q).0,.0,,0,) =0, +a,p+a,q+a,pq, Pp.q.q,.q,.0,.0, €{0.1}.

Die Aufgabe besteht darin, die Koeffizienten a,.a,.a,,a, des Polynoms aus der

Wahrheitswertetafel zu berechnen, indem man die zu einem Junklor gehirenden Angaben aus
seiner Wahrheitswerlelafel auf ein Gleichungssystem zuriickfiihrl und dieses dann losl.

t TEGALKIN (1928): p. 324f1.
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Wir betrachten zuniichst den Sonderfall der einstelligen Junkloren; fiir sie haben die TEGALKIN
Polynome die allgemeine Form

(9) i(p:ay.a,)=a,+a,p p.q,.q, 0.1},

bzw.
f(g:a).0))=a,+a,q q.q,.0,€{0.1}.

Sie gehen aus dem ZEGALKIN Polynom ( 6) hervor, indem man dort as sowie entweder a; oder as
Null setzt, so dass im Polynom immer nur eine Variable auitreten kann. Das ergibt die in Tabelle
5 angegebenen sechs miglichen einstelligen ZEGALKIN Polynome.

a |a |2 |a3 | ZEGALKIN Polynom
11 {0 |o 1+1-p

0 {1 [0 |0 I-p

1 (o {1 o 1+1-q

0 {0 |1 |0 I-q

1[0 {0 |0 1

0 {0 Jo o 0

Tabelle 5: Die in der zweiwerligen Aussagenlogik moglichen sechs einstelligen ZEGALKIN Polynome.

Iweistellige Junkioren sind dadurch gekennzeichnei, dass sie zwei Aussagen p und q
miteinander verkniipfen. Ihre arithmetische Darstellung kinnen also nur aus solchen ZEGALKIN
Polynomen bestehen, die sowohl von p als auch von q abhingen. Im einfachsten Fall bedeutet
dies: nur a; ist verschieden von Null; im kompliziertesten Fall sind alle Koeffizienten verschieden
von Null (Tabelle 6). Als ZEGALKIN Polynom muss daher die allgemeine Form ( 7) angeselzt
werden, in der alle vier Koeffizienten vorkommen.
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a |a |2 |a3 | ZEGALKIN Polynom
0 0 0 | 1-pq

0 | | 0 Ip+1q

0 | 0 | I-p+1-pq

0 0 | | l-q+ L-pq

0 | | | I-p+ 1-q+ 1-pq

| 0 0 1 1+ 1-pq

| 1 | 0 1+ 1p+1q

| 1 0 1 1+ 1-p+ Lpq

| 0 | 1 1+ 1-q+ I-pq

| | | 1 1+ 1-p+1-qt I-pq

Tabelle 6: Die in der zweiwerligen Aussagenlogik moglichen zehn zweistelligen IEGALKIN
Polynome.

Es folgen einige Beispiele.

Negation

Die Verneinung ist ein einstelliger Junklor; es geniigt daher vom ZEGALKIN Polynom ( 8)
auszugehen, denn die Koeffizienten a2 und az sind Null und damil bereits bekannt. Die
Wahrheitswertetafel der Verneinung fiihrt auf das Gleichungssystem

—w=f  a+a-1=0
—~f=w  a+aq-0=1 q =1

d.h. es gilt @y = a; = 1 baw.

—p=; 1+p.
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Konjunktion

Aus der Wahrheitswertetafel der Konjunktion ergeben sich die Gleichungen
WAW=W a4y ta+a,+a; =1
wA f=f a,+a =0
fArw=f a,+a,=0
Inf=1 =0
aus ihnen folgt ap = a; = a2 = 0 und a3 = 1 bzw.

PAq=ri{p.q:0,0,0, 1) = pg.

Exklusives Oder
Die Wahrheitswerttafel vom exklusiven Oder liefert die Gleichungen
wYw=/f a,+a +a,+a,=0
wYf=w a,+a=I
fYw=w a,+a,=I
IYr=r ¢=0

Daraus folgen die Koeffizienten a, =a, =0 und a, =a, =1, d.h. es gilt

pYq=; p+q.

Wie aus den obigen Beispielen zu erkennen isl, bleibl die linke Seile der Gleichungen fiir alle
Junktoren gleich; Unterschiede treten nur auf der rechte Seite bei den Konstanten auf, d.h. es gilt
jeweils das Gleichungssyslem

a,+a,+a,+a;,=w,

a, +a, =w,
a, +a, =w,
a, =w,

zu lisen. Dieses Gleichungssystem hal immer eine eindeutige Lisung, ganz gleich, welche Werle
die Konstanten wy, ..., ws annehmen; die Lisung lautet:
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a4, =w,
(9 a, =W, +w,

4y =, +w,

a, =w, +w, +w; +w,
mit

wi, ... ws € {0,1}.
Alternative

Fiir die Allernative lautet die Wahrheitswertetabelle

wVwu=w w =1
wVfi=w w,=1
fVu=w w,=1"

IVI=f w=0

aus der iiber das Gleichungssystem ( 9) ay = 0 sowie a; = a2 = a3 = 1 bzw.
pva=r p+gq+pq

folgt.

Implikation

Die Wahrheitswerttafel der Implikation lautet

Wo>W=Ww
w—o f=f
f sw=w
fo>f=w

In das Gleichungssystem ( 9) eingeselzl, ergeben sich die Koefiizienten a, =a, =a; =1 und
a, =0 und somit die arithmetische Entsprechung

w =1
w, =0

w,=1"

w, =1

p—q=; l+p+pq.
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Auf die gleiche Weise konnen auch alle iibrigen ZEGALKIN Polynome iiber die
Wahrheitswertetafeln berechnet werden (Tabelle 7, Tabelle 8). Damit Iisst sich das gesamie
formale Wissen der zweiwertigen Aussagenlogik durch 16 ZEGALKIN Polynome darstellen. Die in
Tabelle 8 angegebene Zuordnung zwischen den Junktoren und ihren ZEGALKIN Polynomen stellt
eine bidirektionale Verbindung zwischen junktorieller und arithmetischer Welt her, d.h. man
kann einen Junkior in seinen arithmetischen Ausdruck transiormieren und einen arithmetischen
Ausdruck wieder zuriick in eine junklorielle Darstellung bringen. Setzt man diese Tafeln als
gegeben voraus, dann handelt es sich bei der Zuordnung von einem Junkior zu einem ZEGALKIN
Polynom jeweils um ein Theorem, denn die Zuordnung Lisst sich beweisen.

Die Wahrheitswertelafeln haben den gleichen Status wie herkdmmliche Werletabellen fiir
Funktionen reeller Zahlen. Doch wihrend sich die Polynomkoeifizienten eindeutig aus den
Wahrheitswertetabellen bestimmen lassen, ist es bei Funktionen iiber reelle Zahlen meist nur
miglich, etwa durch eine Regressionsanalyse, eine Niherungsiunktion zu berechnen.

Verneinen Unveriindertlassen Wahrmachen Falschmachen
(Negation) (Identitit) (Tautologie) (Kontradiktion)
P —p +p Op Hp
f w w f
f w f w f
p+1 P | 0

Tabelle 7: Wahrheitswertetaieln der einstellige Junkioren und ihr arithmetisches Gegenstiick.
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34 Turiickiiihrung von drei- und mehrstelligen Junkioren auf zweistellige

Ein  dreistelliger ~ Junklor ~verkniipit ~drei Aussagen mileinander, so dass seine
Wahrheitswertetabelle die acht migliche Eingangszustinde

p q r | Wahrheiiswert
001 AU
010 w2
011 w3
100 Wy
101 Ws
110 W
111 W
000 W

Bezeichnung Sym w [w |f |T |Arithmetische
logische technische | bol w ([ |w |I |Operation
Einsfunktion, Tautologie O wlw |w |w |l

Alternative, Disjunktion (Oder) | OR v w |w |w [ |ptqtpegq
Gegenimplikation, Replikation «— wo|w [l |w|q+pegq
Transierfunktion p + wo(w |l [T |p

Implikation (wenn-dann) - w [T |w |w |p+peq+]
Transierfunktion q + w (i |w [T |q

Aquivalenz XNOR o wf |f |w i ptq+l
Konjunktion (und) AND A w [T [T |T |pegq

SHEFFER Strich NAND [ T f{wilw |w |peq+1
Exklusives ~ Oder, Antivalenz, | XOR Y f|wiw [f |pt+q
Autfunktion

Negation q NOT - foywif |wlq+1
Rehibition (q, aber nicht p) 1 flw T [T |ptpegq
Negation p NOT - ff {w|wip+tl
Inhibition (p, aber nicht q) T 0 |w |l |qtpeq+lI
NICOD Funktion, PEIRCE Funktion | NOR J o |f |wiptqt+peq+l
(weder-noch)

Nullfunktion, Kontradiktion # f 10 [t [f |0

Tabelle 8: Wertetabellen der zweistellige Junktoren und ihr arithmetisches Gegenstiick.
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beriicksichtigen muss. Diese Tabelle erfasst 2¢ verschiedene dreistellige Junktoren. Es gilt nun zu
neigen, dass sich diese Junktoren eindeutig durch die 26 ZEGALKIN Polynome

i(p.q.1)=¢, +ap+a,q+ar+a,pq+apr+aqr+apr

darsiellen lassen. Man muss also nachweisen, dass fiir jeden dreistelligen Junkior die
Koeffizienten ay, ..., a; eindeutig aus seiner Wertetabelle berechnet werden kinnen. Dazu
verwenden wir die gleiche Methode, die bereits bei den zweistelligen Junkioren zum Erfolg
fiihrte: Aus jeder Zeile der Tabelle stellen wir eine Bestimmungsgleichung auf; insgesamt erhalien
wir das Gleichungssystem



Peter Jaenecke
(10 = w3
a, +a, =w,
a,+a,=w,
a,+a =w,

@y +a, +a; +a, =w;

) +a, +a; +a; =w;

a,+a +a,+a, =w,

a,+a +a,+a,+a,+a,+a +a,=w,,
mit der Lisung

a, =w,
a, =w, +w,
a, =w, +w,
ay; =W, +w,

a, =w, +w, +w, +w,
a; =w, +w, +w, +w,
4y =W, +w, +w, +w,

8
o= § :wn

n=|

Damit konnte jeder Koeffizient eindeutig als Funktion der Wahrheitswerte bestimmt werden, d.h.
jeder dreistellige Junklor ist auf einen Ausdruck der zweistelligen Junkloren A und Y
zuriickfiihrbar. Entsprechendes gilt fiir Junktoren, die mehr als drei Stellen haben. Wir brauchen
daher nur Ausdriicke mil hchstens zweistelligen Junkloren zu betrachien.
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4 Rechnen mit aussagenlogischen Ausdriicken

Die Aussagenlogik ist hochredundant; dies zeigl sich unter anderem daran, dass es viele
Miglichkeiten gibt, eine junklorielle Verkniipiung in eine andere umzurechnen. Der erste
Abschnitt beschiftigt sich daher mit den arithmetischen Moglichkeiten fiir solche Umrechnungen.
Wenn es miglich ist, junklorielle Verkniipfungen in andere junklorielle Verkniipfungen
umzurechnen, so slellt sich die Frage, ob nicht ein bestimmier Satz von Junkloren,
gewissermaBen als eine Junklorenbasis, ausreicht, um alle anderen Verkniipfungen darzustellen?
Mit dieser Frage setzi sich der zweite Abschnitl auseinander; es wird angegeben, wie sich
arithmetisch solch eine Basis berechnen Lisst.
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